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Abstract

2005年のKaneとMeleによる理論的な提案以降, トポロジカル絶縁体の研究は爆発的に進展した. トポ
ロジカル絶縁体とはバルクではフェルミエネルギーがバンドギャップの中にあるが、表面にギャップレ
スな状態が現れる特徴的な状態のことである. さらに, トポロジカル絶縁体のギャップレスな表面状態
は, バルクのバンドギャップが閉じない範囲での対称性を守る摂動に対して安定して存在する. このよ
うなトポロジカル絶縁体の特徴的な性質から, その外場に対する応答においては通常の絶縁体に見られ
ないような現象が実現すると期待されている. 本論文では次元縮小という手法を使い, 時間反転対称な
3次元トポロジカル絶縁体を記述する有効場の理論を導出する. そしてこの有効作用から時間反転対称
な 3次元トポロジカル絶縁体中の電磁場を記述する拡張されたMaxwell方程式を導出し, その特徴的な
電磁応答であるトポロジカル電気磁気効果について議論する. さらにこの拡張されたMaxwell方程式は
Axion電磁気学と呼ばれ, その物質系での実現方法についても考察する.
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Chapter 1

序論

物性物理学とは主に物質中の電子を研究する学問である. 物質中の電子は電子同士や正に帯電した格子
と電磁的な相互作用をするので, 物性物理学とは 4つの力のうちの電磁相互作用のみを研究する分野と
言って良いかもしれない. しかしながら, 物性物理学は格子の形, 取り入れる相互作用の形, 多体である
こと, 非自明な位相などの影響で, それぞれの物質・現象にそれぞれの有効理論が存在する. ここではそ
れぞれの物質群に対して, その構造の豊かさゆえそれぞれの有効理論が存在することを「それぞれの物
質にはそれぞれの宇宙がある」と言うことにする*1. 例を挙げるとすると,「物質中の宇宙」として, 相互
作用が弱い極低温の boson系では超流動と呼ばれる粘性が 0の量子流体状態になるが, これはスカラー
場の理論で記述され, グラフェンと呼ばれる炭素で構成された 2次元物質の波数空間のある点付近の電
子はDirac場の理論で記述され, Kitaevスピン液体と呼ばれるあるクラスのスピン模型の基底状態は Z2

gauge理論で記述されるなどである. 本論文では, トポロジカル絶縁体と呼ばれるある興味深い特徴を
持った物質の宇宙について解明していく.

1.1 Background
物理学の重要な目標の一つとして, 秩序を特徴付けるというものがある. 同じような振る舞いをする秩序
の集合は相と呼ばれ, 固体, 液体, 気体はそれぞれ固相, 液相, 気相と呼ばれる相である. Landauは相を
特徴づける方法として, 対称性に注目した. 物理学での対称性とはある世界を変える変換に対して不変
な性質を言う. 例えば, 空間並進対称性とは, 世界全体の空間をある方向に平行移動させてもその物理現
象は不変であることを意味し, 時間反転対称性とは, 時間を逆戻りさせても物理現象が不変であることで
ある. Landauは相とはある Hamiltonianが与えられたとき実現する状態が同じ対称性を持っているも
のの集合であり, 2つの状態が異なる対称性を持っていたら異なる相に属し, また相が移り変わる相転移
とは対称性の数が変わるものであると指摘した. 例えば, 固相と液相では, 液相では連続的な空間並進対
称性を持っているのに対して, 固相では結晶構造に依存した離散的な対称性しか持っていなく, 固体液体
相転移とは, 空間の並進対称性が変わることに対応する. さらにGinzburgと Landauは対称性変換に対
して非自明に変換する秩序変数という量を導入することにより, 相と相転移の一般論を構築した. この
Ginzburgと Landauによる理論は大成功し, その当時の物理学者は原理的には全ての相を理解できると
感じ始め, まるで物性物理学の終わりの始まりが見え始めているかのように感じた [1].
しかし, 1980年代に対称性のみで特徴づけられない相が登場した. それが整数量子ホール効果である

[2]. 整数量子ホール効果とは相互作用が無い 2次元電子系に垂直な強磁場を印加すると発現する現象で,
電場を印加した時のHall伝導度が e2/~を単位として量子化し, この値は磁場の変化や不純物などに対し
て安定となる [3, 4]. さらにエッジでは片方に流れるカイラルな電流が流れる. 整数量子ホール相は対称
性の変化で特徴づけられず, トポロジカルに等価か異なるかで区別できる最初の例である. トポロジーと
は数学的な概念で, 連続変形の下で不変な性質のことである. 例えば, 図 1.1.1にあるようにトーラスを
考える. トーラスは穴が 1個あり, 同じく穴が 1つあるコーヒーカップに連続的に変形できる. しかし,
トーラスは球に連続的に変形できない. これは球は穴がないからである. この場合, トーラスとコーヒー

*1ここでの物質と宇宙の関係は多対一である. 例えば, 3次元トポロジカル絶縁体である Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3 などは異
なる物質だが, 同じ有効理論を持つ.
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Continuous Deformation

Figure 1.1.1: トポロジーの具体例. 真ん中のトーラスは左側のコーヒーカップに連続変形できるが, 右
側の球には連続変形できない. 連続変形で不変な穴がトポロジカル不変量の役割を果たしている.

カップはトポロジカルに等価と呼び, トーラスと球はトポロジカルに異なると呼ぶ. また穴のように連続
変形の下で不変な量をトポロジカル不変量と呼び, 2つの系がトポロジカルに等価か異なるかを判別する
不変量となる. 仮にトーラスの上と球の上に住む 2種類の人間が存在した時, 彼らは自分が球にいるのか
トーラスにいるのか区別できない. これはトポロジーという概念は細かな詳細に依存しない大域的な量
であることの表れである.
トポロジーが整数量子ホール効果のみに出てくる概念ではないのは明白である. なぜならば, トポロ

ジーの本質は連続変形の下での移り変わりであるからである. 今パラメータに依存したバンドギャップ
がある Hamiltonianを考える. この場合, バンドギャップを閉じない Hamiltonianの連続変形が定義で
きる. バンドギャップを閉じないHamiltonianの連続変形で 2つのHamiltonianがお互い移り合えたら,
その 2つの系はトポロジカルに等価であり, バンドギャップを閉じない Hamiltonianの連続変形ができ
ない, つまり途中で gaplessになり量子相転移を起こすような場合, 2つの系はトポロジカルに異なると
分類できる. この場合のトポロジカル不変量は存在するが, どんなトポロジカル不変量かは模型に依存
する.
量子ホール効果の話に戻すと, Haldaneにより整数量子ホール効果は時間反転対称性の破れが本質で

あると突き止められた [5]. この当時, トポロジカルに非自明な模型は 2次元で時間反転対称性が破れて
いるものしかなかったので, トポロジカルに非自明な量子状態はこの 2つの条件が必要であるという認識
があった. しかし, 2001年に ZhangとHuが 2次元の量子ホール効果を 4次元に拡張した 4次元量子ホー
ル効果を提唱した [6, 7]. 4次元量子ホール効果は時間反転対称性を満たす模型でトポロジカルに非自明
な量子状態を持つ. この時間反転対称性なトポロジカルに非自明な模型の構築に触発され, Murakami,
Nagaosa, Zhangらは時間反転対称なスピン軌道相互作用を用いることにより, スピンホール絶縁体と呼
ばれえる 2次元の時間反転対称性な新しいトポロジカルなクラスの模型を構築した [8, 9]. スピンホー
ル絶縁体とは量子ホール効果に対応する散逸が無いスピン流が流れる絶縁体である. さらにこのスピン
ホール絶縁体の発見がKaneとMeleによる量子スピンホール絶縁体, または 2次元のトポロジカル絶縁
体の発見の契機となった [10, 11]. この 2次元のトポロジカル絶縁体の模型はKane-Mele模型と呼ばれ,
グラフェンにスピン軌道相互作用を入れた形で定義される. Kane-Mele模型はバルクではバンドギャッ
プがあるが境界ではヘリカルなスピン流が流れ, 時間反転対称性を満たす摂動の下で安定して存在する.
Kane-Mele模型は初めて提案された 2次元トポロジカル絶縁体であるが, 炭素原子核は正の電荷が小さい
影響でスピン軌道相互作用が小さいから, 実験的には実現されていない. しかしKaneとMeleの提案の
すぐあと, Bernevig, Hughes, Zhangらによって提案された BHZ模型は実験的に初めて 2次元トポロジ
カル絶縁体であると確認された [12, 13]. その後, トポロジカル絶縁体は 3次元に拡張されその特異な性
質と, 実験的にも多くの物質が見つかった影響でトポロジカル絶縁体の研究は爆発的に進展した *2. この
進展の背景には Fu, Kane, Meleによるトポロジカル不変量を計算するトポロジカルバンド理論 [15–17]
の構築と, それを用いた具体的な物質の予言がある [17].
トポロジカル絶縁体の基礎理論が完成した後すぐ, 2008年にQi, Hughes, Zhangらはトポロジカル絶

縁体の電磁応答を記述する有効場理論としてのトポロジカル場の理論を構築した [18]. この論文によれ
ば, 3次元トポロジカル絶縁体の有効場理論は 4次元量子ホール効果を記述する有効理論である (4+1)-d
Chern-Simons gauge理論の空間次元を 1つ落とすことにより得られ, この作用から得られる 3次元トポ
ロジカル絶縁体中を記述する拡張されたMaxwell方程式はAxion電磁気学と呼ばれる [19]. 3次元トポ

*22013年までに発見されたトポロジカル絶縁体の物質一覧については review論文 [14] を参照.
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ロジカル絶縁体のAxion電磁気学は半整数量子ホール効果, トポロジカル電気磁気効果, 磁気モノポール
虚像, Witten効果などの非自明な電磁応答を記述し, トポロジカルバンド理論で定義したトポロジカル
不変量が応答係数としてそれらの現象に現れる.

Axionとは 1970年代に量子色力学での強いCP問題を解決するために導入された粒子である [20–23].
現在ではAxionはダークマターの候補物質であるがその存在は観測されていない [24–26]. AxionはAxion
場 θ(t,x)で記述され, 光子と結合することでMaxwell方程式が修正される. このMaxwell方程式で記述
される電磁気学をAxion電磁気学と呼ぶ. 3次元トポロジカル絶縁体中の電磁気学はAxion電磁気学を
実現するが, 実は他にもAxion電磁気学を実現する物質系は存在する. その有名な例としてWeyl半金属
がある [27, 28]. Weyl半金属とはバンドが波数空間のある点で gaplessで, その点付近での電子の方程式
がWeyl方程式となる物質である. Weyl半金属中のAxion電磁気学は chiral gauge場の影響で 3次元ト
ポロジカル絶縁体に見られない現象が予言される [29, 30]. 物質系でのAxion電磁気学の構築は, 高エネ
ルギー物理学で観測されていない粒子を代わりに物質系でシミュレートすることに対応するから, これ
以外にもいくつかの模型が提案されている [31].

1.2 Summary
本論文は, 3次元トポロジカル絶縁体の電磁応答を記述する有効場の理論を導出し, そのトポロジカルな
電磁応答について議論し, さらに物質中で Axion電磁気学を実現する模型についても議論する. 本論文
の構成は以下である. Chapter 2ではトポロジカル絶縁体を現代的に導入するためにトポロジカル絶縁
体・超伝導体の分類である相互作用が無い fermion系のトポロジカル相の分類について議論する. 3つの
離散対称性の時間反転対称性と粒子正孔対称性と chiral対称性を使って, それぞれのクラス・次元ごと
にトポロジカルに非自明な状態があるかないか紹介する. Chapter 3では Chapter 2で明らかになった
分類を基にしてその具体例を 3つ紹介する. 1つ目は整数量子ホール効果の格子模型である Chern絶縁
体の例としてHaldane模型, 2つ目は 2次元トポロジカル絶縁体の具体例としてKane-Mele模型, 3つ目
は 3次元トポロジカル絶縁体の具体例として Fu-Kane-Mele模型である. さらに後半にはトポロジカル
絶縁体のトポロジカル不変量を計算するトポロジカルバンド理論を構築する. Chapter 4は本論文の主
要部分である. 4次元量子ホール効果とそれを記述する場の理論を reviewした後, 次元縮小という方法
を用いて 3次元トポロジカル絶縁体の有効場理論を導出し, さらにトポロジカル不変量を与える. そして
そのトポロジカルな電磁応答である半整数量子ホール効果, トポロジカル電気磁気効果, 磁気モノポール
虚像, Witten効果を議論する. Chapter 5は 3次元トポロジカル絶縁体, 反強磁性トポロジカル絶縁体,
Weyl半金属を例に取って物質中でのAxion電磁気学について紹介する.

本論文で参考にした論文は適宜引用するが, 全体的に参考にした日本語の書籍はここで列挙する. まず物
性物理の基礎的な話題については [32–34]を参考にした. トポロジカル絶縁体関連については [35–38]を
参考にした. Dirac場の理論については [39, 40]を参考にした. これらの高度な話題が母国語である日本
語で読めるのは, 先人たちの努力の賜物である. ここで参考文献として挙げることでこれらの書籍に敬意
を払いたい. また本論文の話題は, 日本語の文献として存在しないか, 存在したとしても異なる論理展開
を用いている箇所が多々ある. 本論文が物理学を日本語に翻訳してきた先人たちの意思を少しでも継ぐ
ことが出来れば, 著者としてこれほど嬉しいことはない.

6



Chapter 2

相互作用のないfermion系のトポロジカル相
の分類

Landauの自発的対称性の破れの理論の成功の後, 物理学者は相は全て自発的対称性の破れで特徴づけら
れると思うようになった [1]. しかし整数量子ホール効果の登場を発端として自発的対称性の破れで特徴
づけられない相が登場した. トポロジカル相である. トポロジカル相とはHamiltonianが局所的で, エネ
ルギーギャップが存在し, 自発的対称性の破れが無い相である. トポロジカル相は boson系, fermion系,
スピン系でどのような性質があるか, どうのような分類ができるか活発に議論されている [1, 41]. 本章で
は相互作用が無い fermion系のトポロジカル相の分類を議論する. 特にAltland – Zirnbauerクラスと呼
ばれる時間反転対称性, 粒子正孔対称性, chiral対称性を課した時に何個のクラスに分類されるのか, ど
のような非自明なトポロジーが存在するのかに重点を置く. そして最後にある対称性のクラスに属する
トポロジカルに非自明な模型を, 本論文の中心的な話題であるトポロジカル絶縁体として導入する. 本書
の離散対称性の議論は [42]を主に参考にし, 後半の分類表では全体的に日本語の文献 [43]を参考にした.

2.1 離散対称性の演算子
ψ̂I , ψ̂

†
I を fermionの生成消滅演算子とする. 添え字 I, J,K,L · · · は 1粒子状態を表し例えばサイトとス

ピン I = (i, σ)を表したりする. I = 1, 2, · · ·N とする. ψ̂I , ψ̂†
I は fermionの生成消滅演算子なので反交

換関係 {
ψ̂I , ψ̂J

}
=
{
ψ̂†
I , ψ̂

†
J

}
= 0 (2.1.1){

ψ̂I , ψ̂
†
J

}
= δIJ (2.1.2)

を満たす. 相互作用がない fermion系を考える. 第二量子化表示でHamiltonianは

Ĥ = ψ̂†
IH

IJ ψ̂J = ψ̂†Hψ̂ (2.1.3)

と書くことが出来る. HIJ はN ×N の行列の (I, J)成分でψ† =
(
ψ̂†
1, ψ̂

†
2, · · · , ψ̂

†
N

)
である. Free fermion

系なので, Hamiltonianには 1体の相互作用しかなく, 生成演算子と消滅演算子が 1回ずつペアで出てく
る (2.1.3)のような形に限られる. 量子力学ではWignerの定理より, 対称性変換を表す演算子は, 線形か
つユニタリか, 反線形かつ反ユニタリなものに限られる. ここで対称性変換を fermionの生成消滅演算子
の変換として導入すると便利である. ある対称性変換をして ψ̂I → ψ̂′

I と変換したとしたとき, この対称
性変換は線形変換として

ψ̂I → ψ̂′
I = Û ψ̂I Û−1 = U J

I ψ̂J (2.1.4)

ψ̂†
I → ψ̂†′

I = Û ′ψ̂†
I Û

′−1 = U ′ J
I ψ̂†

J (2.1.5)
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と変換すると定義する. Û は対称性変換の演算子でユニタリ演算子もしくは反ユニタリ演算子で, U は行
列である. 対称性変換の演算子の要請として, 対称性変換の前後で fermionの反交換関係は不変になるべ
きなので, {

ψ̂′
I , ψ̂

′†
J

}
=
{
Û ψ̂I Û−1, Û ′ψ̂†

J Û
′−1
}
= δIJ (2.1.6){

ψ̂′
I , ψ̂

′†
J

}
=
{
U K
I ψ̂K , U

′ L
J ψ̂†

L

}
= U K

I U ′ L
J

{
ψ̂K , ψ̂

†
L

}
= U K

I U ′ K
J = δIJ (2.1.7)

を満たす必要がある. これを満たすためには, Û = Û ′かつ U K
I U ′ K

J = δIJ が必要である. Û = Û ′かつ
Û はユニタリまたは反ユニタリ演算子なので, 生成演算子の対称性変換は, 消滅演算子の対称性変換にエ
ルミート共役を取ったものになる.

ψ̂†
I → ψ̂†′

I =
(
Û ψ̂I Û−1

)†
= U∗ J

I ψ̂†
J (2.1.8)

また U ′ J
I = U∗ J

I かつ, U K
I U ′ K

J = δIJ より, 行列 U は UU † = 1̂を満たすユニタリ行列であることが
導出できる. 以上より, 量子力学の対称性変換はユニタリ演算子または反ユニタリ演算子 Û で表され, そ
の表現行列はユニタリ行列 U となる:

ψ̂I → ψ̂′
I = Û ψ̂I Û−1 = U J

I ψ̂J (2.1.9)

ψ̂†
I → ψ̂†′

I = Û ψ̂†
I Û

−1 = U∗ J
I ψ̂†

J . (2.1.10)

次に, 対称性変換の下で系が不変であるとは, Hamiltonianと対称性変換の演算子 Û が可換であると定義
する. [

Ĥ, Û
]
= 0 −→ ÛĤÛ−1 = Ĥ. (2.1.11)

Û がユニタリ演算子のとき,式 (2.1.3),(2.1.9),(2.1.10)を使うと,

ÛĤÛ−1 = Û ψ̂†
IH

IJ ψ̂J Û−1 = Û ψ̂†
I Û

−1HIJ Û ψ̂J Û−1

= ψ̂†
KU

∗ K
I HIJU L

J ψ̂L (2.1.12)
(2.1.13)

と変換する. 途中で Û の線形性を使った. ÛĤÛ−1 = Ĥ を満たすためには

U∗ K
I HIJU L

J = HKL ←→ U †HU = H (2.1.14)

を満たす必要がある. これは系が対称であるという条件を 1粒子Hamiotonianに対する条件として言い
換えたものである.
次に Ûが反ユニタリ演算子のとき, 反線形性 Ûc = c∗Ûに注意すると, 同様の計算で, 1粒子Hamioto-

nianに対する対称性の条件

U∗ K
I H∗IJU L

J = HKL ←→ U †H∗U = H (2.1.15)

が導出できる.

2.1.1 時間反転対称性
対称性変換として時間反転対称性 (TRS)を考える. 時間反転演算子 T̂ は反ユニタリ演算子で,

T̂ ψ̂I T̂ −1 = [UT]
J
I ψ̂J , T̂ ψ̂†

I T̂
−1 = [U∗

T]
J
I ψ̂

†
J , T̂ cT̂ −1 = c∗ (2.1.16)
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を満たすものと定義する. cは複素数である. fermionの反交換関係を満たすべきという要請から表現行
列 UTはユニタリ行列である. 1粒子Hamiltonianに対する条件で言い換えたら, T̂ は反ユニタリ演算子
であることに注意して,

T̂ : U †
TH

∗UT = H (2.1.17)

となる. 演算子 ÔをHeisenberg表示したら, Ô(t) = e
i
~ ĤtÔe−

i
~ Ĥtとなる. Ôが T̂ の下で不変のとき,

T̂ Ô(t)T̂ −1 = T̂ e
i
~ ĤtÔe−

i
~ ĤtT̂ −1 = e−

i
~ ĤtÔe+

i
~ Ĥt = Ô(−t) (2.1.18)

より, 時間が反転している. これは時間反転演算子の反ユニタリ性により虚数単位の符号が変わるためで
ある. これが T̂ が反ユニタリ演算子である理由である.
ここで, 1粒子Hamiltonianの TRSの条件 (C.2.1d)を 2回使うと,

(U∗
TUT)

†H(U∗
TUT) = U †

TU
∗†
T HU

∗
TUT = U †

TH
∗UT = H (2.1.19)

より [H,U∗
TUT] = 0が成立する. 2つの演算子が交換するなら同時固有状態が取れるので, U∗

TUTを対角
化する基底を使うと, Hamiltonianはブロック対角化される. 各部分空間上で行列U∗

TUTは対角成分のみ
で全て同じ値だから定数のように振舞う. よって U∗

TUT = eiα1̂と書くことが出来る. 右から U †
Tを作用

させて, 両辺エルミート共役を取ると, UTT = eiαUTとなる.(
UTT
)T

= UT =
(
eiαUT

)T
= e2iαUT (2.1.20)

が成立するから, e2iα = 1より, U∗
TUT = eiα = ±1となる. これを用いて fermionの演算子に時間反転演

算子を 2回作用させると,

T̂ 2ψ̂I T̂ −2 = T̂ [UT]
J
I ψ̂J T̂ −1 = [U∗

T]
J
I [UT]

K
J ψ̂K = ±ψ̂I (2.1.21)

を得る. 2回時間反転をした結果符号が元に戻るものと, 符号が反転するものが存在する.これは時間反
転演算子には+1のクラスと−1のクラスがあることを意味する. また n個の fermionから構成されてい
る演算子 Ôに対して,

T̂ 2ÔT̂ −2 = (±1)nÔ (2.1.22)

を示すことが出来る. まとめると, 時間反転演算子は

T̂ 2 = (±1)N̂ , where U∗
TUT = ±1̂ (2.1.23)

を満たす. ここで N̂ =
∑

I ψ̂
†
I ψ̂Iで粒子数演算子である. U∗

TUT = −1̂を満たす場合には T̂ により fermion
parityを定義でき,

Ĝf ≡ T̂ 2 = (±1)N̂ (2.1.24)

である. Fermion parityが奇 Ĝf = −1の系では TRSはKramersの定理を導く.

2.1.2 粒子正孔対称性

粒子正孔対称性 (PHS) の演算子 Ĉは fermionの生成演算子と消滅演算子を混ぜるユニタリ変換

Ĉψ̂I Ĉ = [U∗
C]

J
I ψ̂

†
J , Ĉψ̂†

I Ĉ = [UC]
J
I ψ̂J (2.1.25)
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と定義される. Ĉは荷電共役とも呼ばれている. 粒子正孔変換とは定義より, 消滅演算子が生成演算子に
なっているから, 粒子を反粒子に変換する対称性変換である. Fermionの反交換関係が不変だと要請する
と, 行列 UCはユニタリ行列であるこが分かり, Hamiltonianが Ĉ変換で不変であるという条件は,

ĈĤ Ĉ−1 =Ĉψ̂†
IH

IJ ψ̂J Ĉ−1 = Ĉψ̂†
I Ĉ

−1HIJ Ĉψ̂J Ĉ−1

=[UC]
K
I ψ̂KH

IJ [U∗
C]

L
J ψ̂†

L = [UC]
K
I HIJ [U∗

C]
L
J

(
−ψ̂†

Lψ̂K + δKL

)
=− ψ̂†

(
U †
CH

TUC

)
ψ̂ +Tr

[
U †
CH

TUC

]
(2.1.26)

より, 1粒子Hamiltonianの条件として

Ĉ : U †
CH

TUC = −H (2.1.27)

を得る. U †
CH

TUC = −Hという条件はTr [H] = 0も満たすので, 確かにHamiltonianは粒子正孔変換の
下で不変になっている. ここで 1粒子Hamiltonianの PHSの条件 (2.1.27)を 2回使うと,

(U∗
CUC)

†H(U∗
CUC) = U †

CU
∗†
C HU

∗
CUC = −U †

CH
∗UC = H (2.1.28)

となり不変である. TRSのときと同じ議論を用いると, U∗
CUC = ±1̂となる. これを用いて Ĉを 2回 ψ̂I

に作用させると

Ĉ2ψ̂I Ĉ−2 = Ĉ[U∗
C]

J
I ψ̂

†
J Ĉ

−1 = [U∗
C]

J
I [UC]

K
J ψ̂K = ±ψ̂I (2.1.29)

を得る. つまり粒子正孔対称性は+1のクラスと−1のクラスが存在することを意味する. 時間反転の所
で議論した, n個の fermion系の演算子に Ĉ2を作用させたことと同様にして,

Ĉ2 = (±1)N̂ , where U∗
CUC = ±1 (2.1.30)

を満たす. 今 1粒子Hamiltonianが固有方程式

H
∣∣uA〉 = εA

∣∣uA〉 (2.1.31)

を満たすとする. Aは異なる固有値を区別するための添え字である. 全体を複素共役を取り, 左から U †
C

を作用させると,

U †
CH

TUCU
†
C
∣∣uA∗〉 = −HU †

C
∣∣uA∗〉 = εAU †

C
∣∣uA∗〉 (2.1.32)

より, H
(
U †
C
∣∣uA∗〉) = −εA

(
U †
C
∣∣uA∗〉)が成り立つ. これは粒子正孔対称性があるとき, εA,

∣∣uA〉が系の
固有値,固有状態ならば−εA, U †

C
∣∣uA∗〉も系の固有状態である. つまり PHSな系ではエネルギーが正負

ペアで出てくる.

2.1.3 Chiral 対称性
Chiral変換は時間反転と粒子正孔変換を合わせた変換である*1. TRSとPHSがある系は chiral対称性を
持つが, 時間反転と粒子正孔変換の対称性がどちらも無くても chiral対称性を持つことが出来る. Chiral
変換の演算子は

Ŝ = T̂ · Ĉ (2.1.33)

と書くことができ, fermionの演算子には

Ŝψ̂I Ŝ−1 = [UC]
J
I [UT]

K
J ψ̂†

K (2.1.34)
*1場の量子論で出てくる chiral 対称性, つまり異なる chirality を持つ粒子に対して異なる位相変換をする変換とは異なる.
なぜ同じ言葉を用いているのかは不明である. ここで議論する chiral変換とは sublattice変換と呼ぶこともある.
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として作用する. これを参考にして, fermionの生成消滅演算子に作用する chiral変換を

Ŝψ̂I Ŝ−1 = [U∗
S ]

J
I ψ̂

†
J , Ŝψ̂†

I Ŝ
−1 = [US]

J
I ψ̂J , ŜcŜ−1 = c∗ (2.1.35)

と定義する. Hamiltonianが chiral対称性であるという条件は,

ŜĤŜ−1 =Ŝψ̂†
I Ŝ

−1H∗IJ Ŝψ̂J Ŝ−1 = [US]
K
I ψ̂KH

∗IJ [U∗
S ]

L
J ψ̂†

L

=[US]
K
I H∗IJ [U∗

S ]
L
J

(
−ψ̂†

Lψ̂K + δKL

)
=− ψ̂†U †

SH
†USψ̂ +Tr

[
U †
SH

†US

]
(2.1.36)

より, 1粒子Hamiltonianを用いた形で

Ŝ : U †
SHUS = −H, U2

S = 1 (2.1.37)

と書ける. 第 2式はこのように導かれる:
(
U2
S
)†
H
(
U2
S
)
= H より, TRSと PHSと同じ議論を適用して

U2
S = eiαとなるが, US → eiα/2USという変換をしてあげれば U2

S = 1を得る.

2.1.4 空間対称性
Section 2.1.5で議論する最も基本的なトポロジカル絶縁体・超伝導体の分類ではTRS, PHS, chiral対称
性を用いるが, ここでは追加で空間対称性がある場合の 1粒子 Hamiltonianの変換則を議論する. ここ
での議論は Section 3.4.4の空間反転対称性がある場合のトポロジカル絶縁体の Z2 不変量の導出で使う.
空間や結晶の対称性は, 例えば反転, 鏡映, 回転などがあり, 空間群Gにより記述される. 結晶は離散

的な並進対称性があるが, 並進対称性を満たすことが出来る回転は 1, 2, 3, 4, 6回対称しかないことが知
られている. 空間群Gは位置 rにある単位胞中のm番目のサイトから位置 uGr + Rmにある単位胞中
のm′番目のサイトへ写す写像である. ここで uGは d× dの直交行列で (dは空間の次元), Rm は格子ベ
クトルである. 空間群Gに対応して, fermionの生成演算子はGに対応するユニタリ演算子 Ĝを用いて

Ĝψ̂I(r)Ĝ−1 = [UG]
J
I ψ̂J(uGr +RI) (2.1.38)

と変換すると定義する. I, J は単位胞内のサイトやスピンなどの内部自由度を表す添え字で, UGは 1粒
子Hamiltonianに作用するユニタリ行列である. 波数空間上での生成演算子 ψ̂I(k)の変換則は

Ĝψ̂I(r)Ĝ−1 =
1√
N

∑
k

eik·rĜψ̂I(k)Ĝ−1

= [UG]
J
I ψ̂J(uGr +RI)

=
1√
N

∑
k

eik·(uGr+RI)[UG]
J
I ψ̂J(k) (2.1.39)

=
1√
N

∑
k′

eik
′·rei[uGk′]·RI [UG]

J
I ψ̂J(uGk

′) (2.1.40)

となるので (k = uGk
′を用いた), [UG(uGk)] JI ≡ [UG]

J
I e

i[uGk′]·RI と定義して,

Ĝψ̂I(k)Ĝ−1 = [UG(uGk)]
J
I ψ̂J(uGk) (2.1.41)

となる. これを用いると, free fermion系 Ĥ =
∑

k ψ̂
†
I(k)H

IJ(k)ψ̂J(k)が空間群Gに対応する変換で不
変であるとき, つまり

[
Ĥ, Ĝ

]
= 0のとき,

ĜĤĜ−1 =
∑
k

Ĝψ̂†
I(k)Ĝ

−1HIJ(k)Ĝψ̂J(k)Ĝ−1

=
∑
k

ψ̂†
K(uGk)[U

∗
G(uGk)]

K
I HIJ(k)[UG(uGk)]

L
J ψ̂L(uGk)

=Ĥ =
∑
k

ψ̂†
I(k)H

IJ(k)ψ̂J(k) (2.1.42)
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であるから, 1粒子Hamiltonian HIJ(k)は

U−1
G (k)H(u−1

G k)UG(k) = H(k) (2.1.43)

と変換する. 変換Gの下で不変な波数を k0とすると, [H(k0), UG(k0)] = 0より, UG(k0)はHamiltonian
を対角化する基底で部分対角化できるから, それぞれの固有空間上でトポロジカル不変量を定義するこ
とが出来る.
空間対称性の例として空間反転を考える. 空間反転はr → −rと変換するので, diag uG = (−1,−1, · · · ,−1)

となる. つまり uGk = −kとなる. 空間反転の場合, UG(k) = Pと書けば, 系が空間反転対称性を持つと
き, 1粒子Hamiltonianは

P−1H(−k)P = H(k) (2.1.44)

と変換する.

2.1.5 10通りの分類
前節までで, 時間反転, 粒子正孔変換, chiral変換の 3つの離散変換を多体 Hamiltonianに作用させたと
き 1粒子 Hamiltonianがどのように変化するか議論した. c数のみに作用して複素共役にする複素共役
演算子K を導入すると, 3つの離散対称性は 1粒子Hamiltonianを用いた表式で

T−1HT = H, T = UTK, T2 = UTU
∗
T = ±1 (2.1.45)

C−1HC = −H, C = UCK, C2 = UCU
∗
C = ±1 (2.1.46)

S−1HS = −H, S = US, S2 = U2
S = 1 (2.1.47)

と表せる. 多体Hamiltonian Ĥ に作用する多体の離散対称性演算子 T̂ , Ĉ, Ŝ の議論が, 1粒子Hamiltonian
H に作用する 1粒子の離散対称性演算子 T,C,Sの議論に簡略化された.

Free fermion系のトポロジカル相の分類は必ずしも並進対称性を必要としないが, ここでは系が並進
対称であると仮定して議論する. 並進対称性がある場合, free fermion系の多体 Hamiltonianは (2.1.3)
より,

Ĥ =
∑
r,r′

ψ̂†
I(r)H

IJ(r − r′)ψ̂J(r
′) (2.1.48)

と書くことが出来る. 添え字 I, J は位置以外のスピンや軌道の自由度である. 生成消滅演算子と 1粒子
Hamiltonianの Fourier変換

ψ̂I(r) =
1√
V

∑
k∈BZ

eik·rψ̂I(k) (2.1.49)

HIJ(r − r′) =
1

V

∑
k∈BZ

eik·(r−r′)HIJ(k) (2.1.50)

を用いて（V は体積）, 波数によりHamiltonianを部分対角化すると,

Ĥ =
∑
k∈BZ

ψ̂†
I(k)H

IJ(k)ψ̂J(k) (2.1.51)

を得る. 多体Hamiltonianが TRS, PHS, chiral対称性を持つ場合, 波数空間での 1粒子Hamiltonianは

T−1H(k)T = H(−k), C−1H(k)C = −H(−k), S−1H(k)S = −H(k) (2.1.52)

のように変換する. 式 (2.1.52)のように変換する行列は 10個のクラスに分類できる. まず Tについて,
TRSがないことを T = 0と表すと, Tには 0,+1,−1の 3つのクラスが存在する. 同様に Cについても
0,+1,−1の 3つのクラスが存在する. この時点で 3× 3 = 9個の対称性のクラスが存在する. Sについて
は Tと Cが満たされれば自動的に満たされるが, Tと Cが存在しなくても Sは存在できる. つまり対称
性のクラスは 3× 3 + 1 = 10個存在することになる. 図 2.1.1は 10個のHamiltonianのクラスの一覧表
である. それぞれのクラスはA, AIなど名前が付いている. この名前は時間発展演算子 e−iHt/~と同型な
対称空間の分類に由来する.
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Cartan label T C S Hamiltonian G/H (ferm. NLσM)
A (unitary) 0 0 0 U(N) U(2n)/U(n)× U(n)

AI (orthogonal) +1 0 0 U(N)/O(N) Sp(2n)/Sp(n)× Sp(n)
AII (symplectic) −1 0 0 U(2N)/Sp(2N) O(2n)/O(n)×O(n)
AIII (ch. unit.) 0 0 1 U(N +M)/U(N)× U(M) U(n)
BDI (ch. orth.) +1 +1 1 O(N +M)/O(N)×O(M) U(2n)/Sp(2n)
CII (ch. sympl.) −1 −1 1 Sp(N +M)/Sp(N)× Sp(M) U(2n)/O(2n)

D (BdG) 0 +1 0 SO(2N) O(2n)
C (BdG) 0 −1 0 Sp(2N) Sp(2n)/U(n)

DIII (BdG) −1 +1 1 SO(2N)/U(N) O(2n)
CI (BdG) +1 −1 1 Sp(2N)/U(N) Sp(2n)

Table 2.1.1: 時間反転, 粒子正孔変換, chiral変換の下での 1粒子Hamiltonianの分類. 0,+1,−1という
記号によって対称性が存在するか, 存在したらどのような対称性かを表している. Hamiltonianの列は時
間発展演算子 e−iHt/~が属する対称空間である. G/H という列は非線形シグマ模型の標的空間である.

2.2 トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類

時間反転対称性, 粒子正孔対称性, chiral対称性を用いると Hamiltonianは 10個のクラスに分類できる
ということを見た. このクラスそして与えられた空間次元においてトポロジカルに非自明な模型, つまり
トポロジカル絶縁体・超伝導体が存在するか, そして存在した時トポロジカル数はどのようなものかに
ついて書かれた一覧表が表 2.2.1である. このトポロジカル周期表の見方および特徴をまとめる.

• クラス A, AIIIは複素クラスと呼ばれ, その他の 8個は実クラスと呼ばれる. これは A, AIIIに含
まれるHamiltonianで実のものが存在しないことに由来する.

• 0と表記してある場所はそのクラス・次元にトポロジカルに非自明な状態が存在しないことを表し
ており, それ以外の場所はそのクラス・次元にトポロジカルに非自明な状態が存在することを表し
ている. Z, 2Z,Z2はその場合のトポロジカル数である.

• 複素クラスはトポロジカル数の周期が 2である. 一方実クラスの場合はトポロジカル数の周期が 8
である. 表 2.2.1は d = 0から d = 7までしか書いてないが, この周期性のためこれだけで十分で
ある.

• 表 2.2.1の実クラスを見ると, 左上から右下にトポロジカル数が移動しているように見える. また
Zから同じクラスの 1次元低い場所に Z2が存在しさらに同じクラスの 1次元低い場所にも Z2が
存在する. これらをそれぞれ第一 descendent, 第二 descendentと呼ぶ.

Free fermion系のトポロジカル相の分類 2.2.1の導出法としては

• 境界の非線形シグマ模型の分類 [44, 45]

• K理論を用いた分類 [46]

• Dirac Hamiltonianの分類 [47]

• Anomalyの分類 [48]

がある. 境界の非線形シグマ模型の分類とはトポロジカルに非自明な模型はバルク境界対応があるか
ら, 境界の電子が Anderson局在しない条件を求めることによって, 分類 2.2.1を導出する. この方法は
系の並進対称性は仮定しない. Dirac Hamiltonianの分類とは系に並進対称性があると仮定して, 1粒子
Hamiltonian H(k)をDirac Hamiltonianの形に書き, 次元縮小を用いて分類する.
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Symmetry class T C S d = 0 1 2 3 4 5 6 7
Complex case:

A 0 0 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0
AIII 0 0 1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

Real case:
AI 1 0 0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI 1 1 1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D 0 1 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0
DIII −1 1 1 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z
AII −1 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0
CII −1 −1 1 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
C 0 −1 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0
CI 1 −1 1 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

Table 2.2.1: Free fermion系でのトポロジカル絶縁体・超伝導体の分類. 0はその場所にトポロジカルに
非自明な状態が存在しないことを表し, Z, 2Z,Z2はその場所にトポロジカルに非自明な状態が存在する
ことを表しており, 記号はトポロジカル数に対応する.
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Chapter 3

トポロジカルに非自明な模型

Chapter 2 で相互作用が無い fermion系のトポロジカル相の分類という立場からトポロジカル絶縁体を
導入した. 本章ではその具体的な模型を議論する. まず整数量子ホール効果の格子模型として Chern絶
縁体, 特に Haldane模型 [5]を考える. Chern絶縁体は電場を印加した時, Hall伝導度が量子化するこ
とを示す. 次に 2次元トポロジカル絶縁体として最初に理論的に提案された Kane-Mele模型を考える.
Kane-Mele模型は量子スピンホール絶縁体とも呼ばれるが, スピンが保存されない場合も考えて 2次元
トポロジカル絶縁体と呼ぶことにする*1. Kane-Mele模型はバルクではギャップがあるが, エッジには
gaplessな状態があることを示す. 次に 3次元トポロジカル絶縁体であるFu-Kane-Mele模型を導入し, 同
様のことを示す. そして最後にトポロジカルバンド理論と呼ばれるバンド絶縁体がトポロジカルに非自明
か自明なものかの指針を与える理論を導入する. 本章は全体としてトポロジカル絶縁体の有名な review
論文 [49, 50]を参考にしている.

3.1 Haldane模型
d = 2の class Aの模型の例として, Haldane模型 [5]を考える. Haldane模型は量子ホール効果を実現す
る格子模型（Chern絶縁体）であり, それまではHall伝導度が量子化するためには磁場が必要だと考え
られてきたが, Haldaneは時間反転対称性の破れがHall伝導度の量子化に必要であることを明らかにし
た. Haldane模型は蜂の巣格子上に定義された模型であるが, 通常のグラフェンの模型とは異なり, 複素
数の次近接 hoppingが入っている. この複素数の次近接 hoppingは単位格子に入る磁束は 0, つまり正味
の磁場は 0だが, 局所的に磁場を入れていることに相当し時間反転対称性を破る.
考える蜂の巣格子模型は, A副格子, B副格子が存在する. 蜂の巣格子の格子定数を aとして, 基本並

進ベクトルは

a1 = a

(
1
2√
3
2

)
, a2 = a

(
−1

2√
3
2

)
(3.1.1)

であり, 副格子ベクトルは

δ1 =
a√
3

(√
3
2
1
2

)
, δ2 =

a√
3

(
−

√
3
2

1
2

)
, δ3 =

a√
3

(
0
−1

)
, (3.1.2)

である. A副格子はBravais格子ベクトルRn1,n2 = n1a1 + n2a2で指定され, B副格子はRn1,n2 + δiで
指定される. 基本並進ベクトルから基本逆格子ベクトルが定義でき,

b1 =
2π

a

(
1
1√
3

)
, b2 =

2π

a

(
1
− 1√

3

)
(3.1.3)

*1トポロジカル絶縁体という単語の明確な定義は存在しないようである. 最も狭義の意味としては時間反転対称性を満たす
class AII の d = 2, 3のモデルである. 本論文ではトポロジカル絶縁体と使うとき, この狭義の意味で使う. 時間反転対称性を
強調したいとき, 時間反転対称なトポロジカル絶縁体と呼ぶときもある. 広義の意味としては周期表 2.2.1に書いてあるトポロ
ジカルに非自明な絶縁体のことを総じてトポロジカル絶縁体と呼ぶ.
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となる. 図 3.1.2は蜂の巣格子の Brillouin Zoneである.

Haldane模型のHamiltonianは電子の生成消滅演算子 c†i , ciを用いて,

Ĥ = t1
∑
〈i,j〉

c†icj + t2
∑
〈〈i,j〉〉

eiνijφc†icj +M
∑
i

ξic
†
ici (3.1.4)

である. 図 3.1.1にHaldane模型の実空間での様子を描いた. 第 1項は通常の最近接 hopping項で, 最近
接 hoppingが作る閉回路は単位格子（の整数倍）になるので, 磁束の影響を受けない. 第 2項は次近接
hoppingで局所磁場の効果を表す位相 eiνijφが入っており, 時間反転対称性を破る. νijは i→ jの経路が
反時計回りなら+1で時計回りなら−1である.量子力学では磁場は位相として感じ, i→ jの hoppingに
関しては Aをベクトルポテンシャルとして exp

[
ie/~

∫ j
i A · dr

]
として感じる. νij をこのように設定す

ることにより, 次近接 hoppingが作る閉回路の中を貫く正味の磁束は 0になる. しかし各 bond上では局
所的な磁場を感じている. 第 3項は on-siteポテンシャルで, 副格子Aのとき ξ = +1でBのとき ξ = −1
である. この項は空間反転対称性を破る*2.

Figure 3.1.1: 蜂の巣格子. νij は図の緑色のよ
うになっている.

Figure 3.1.2: 蜂の巣格子の Brillouin Zone. 波
数空間の周期性より 3つの青の点と 3つの橙色
の点はそれぞれ同じである.

3.1.1 バルクの状態

x, y方向が周期境界条件の場合つまりHaldane模型のバルクの状態を考える. N をサイト数として生成
消滅演算子の Fourier変換

cA,R =
1√
N

∑
k

eik·RcA,k (3.1.5)

cB,R+δ =
1√
N

∑
k

eik·(R+δ)cB,k (3.1.6)

*2今の議論では空間反転対称性は関係ないが, 原論文 [5]に沿って議論しているため, 第 3項を入れた.
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を用いて, 波数によりHamiltonian (3.1.4)を部分対角化する.

t1
∑
〈i,j〉

c†icj = t1
∑
k

i=1,2,3

(
eik·δic†A,kcB,k + e−ik·δic†B,kcA,k

)
(3.1.7)

t2
∑
〈〈i,j〉〉

eiνijφc†icj = 2t2
∑
k

[
cosφ{cosk · a1 + cosk · a2 + cosk · (a1 − a2)}

+ sinφ{sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)}
]
c†A,kcA,k

+ 2t2
∑
k

[φ→ −φ]c†B,kcB,k (3.1.8)

M
∑
i

ξic
†
ici =M

∑
k

(
c†A,kcA,k − c

†
B,kcB,k

)
(3.1.9)

のように各項が変換されるので, Hamiltonian (3.1.4)は

Ĥ =
∑
k

(
c†A,k c†B,k

)
H(k)

(
cA,k
cB,k

)
(3.1.10)

H(k) =

3∑
µ=0

Rµ(k)τ
µ (3.1.11)

R0(k) = 2t2 cosφ{cosk · a1 + cosk · a2 + cosk · (a1 − a2)} (3.1.12)

R1(k) = t1
∑

i=1,2,3

cosk · δi (3.1.13)

R2(k) = −t1
∑

i=1,2,3

sink · δi (3.1.14)

R3(k) =M + 2t2 sinφ{sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)} (3.1.15)

τ0 =

(
1 0
0 1

)
, τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
(3.1.16)

となる. τ は Pauli行列だが, スピンではなく副格子の自由度に相当するで τ で書いた. この tauは擬ス
ピンとも呼ばれる. エネルギー固有値は

E(k) = R0(k)±
√ ∑
i=1,2,3

R2
i (k) (3.1.17)

で与えられ,これをプロットするとハンド図が得られる.図3.1.3は各パラメーターに対して描いたHaldane
模型のバンド図である. 黒の点線は Brillouin zoneを表している.

Haldane模型が時間反転対称性を破ることを確かめる. 1粒子Hamiltonian (3.1.11)に作用する時間
反転演算子の行列表示は反ユニタリで副格子の自由度は時間反転に対して不変なので, T = K (複素共
役)になる. Pauli行列は時間反転に対して

T−1τµT =

{
τµ (µ = 0, 1, 3)

−τ2
(3.1.18)

と変換するので, Haldane模型のHamiltonian (3.1.11)は

T−1H(k)T = R0(k)τ
0 +R1(k)τ

1 −R2(k)τ
2 +R3(k)τ

3

= R0(−k)τ0 +R1(−k)τ1 +R2(−k)τ2 +R3(k)τ
3

6= H(−k) (3.1.19)
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となる. 途中で R0(k) = R0(−k), R1(k) = R1(−k), R2(k) = −R2(−k)を使った. たとえM = 0でも
R3(k) = −R3(−k)よりT−1H(k)T 6= H(−k)なのでHaldane模型は時間反転対称性がない. また φ = 0
のとき, 時間反転対称性を満たすので, 確かにHamiltonian (3.1.11)の第 2項の局所的な磁場の効果は時
間反転対称性を破る.

3.1.2 トポロジカル数の計算

次に d = 2の class Aを特徴づけるトポロジカル数である第 1 Chern数を求める. 方針としては Hamil-
tonianを Dirac点K± = (±4π/(3a), 0)周りで展開して, 導出された Dirac Hamiltonianが作る Chern
数を計算する. k = K± + qとして

K± · a1 = ±
2π

3
, K± · a2 = ∓

2π

3
, K± · δ1 = ±

2π

3
, K± · δ2 = ∓

2π

3
, K± · δ3 = 0 (3.1.20)

を用いると, qの 1次まででHamiltonian (3.1.11)は

HK+(q) = −
3

2
t2 cosφτ

0 −
√
3

2
at1qxτ

1 +

√
3

2
at1qyτ

2 +

(
M − 3

√
3

2
t2 sinφ

)
τ3 (3.1.21)

HK−(q) = −
3

2
t2 cosφτ

0 +

√
3

2
at1qxτ

1 +

√
3

2
at1qyτ

2 +

(
M +

3
√
3

2
t2 sinφ

)
τ3 (3.1.22)

なる. ここで簡単のために φ = π/2,M = 0の場合を考える. φ = π/2とは次近接 hoppingが it2のよう
に純虚数になり, 最初から φ = π/2を仮定している文献が多いようである. このときは τ0の係数が 0と
なりHamiltonianはR · τ で与えられる. 有効Hamiltonianは

HK±(q) =

√
3

2
at1
(
∓qxτ1 + qyτ

2
)
∓ 3
√
3

2
t2τ

3 (3.1.23)

となる. Berry曲率にHamiltonianを定数倍する項は寄与しないから, 有効Hamiltonian

HK±(q) = ∓qxτ1 + qyτ
2 ∓mτ3, m =

3t2
at1

(3.1.24)

を用いて第 1 Chern数を導出する. この系のHall伝導度は TKNN公式で与えられ,

σxy =
e

h
Ch1 (3.1.25)

となる [3, 4, 51]. Ch1は第 1 Chern数で d = 2の class Aを特徴付けるトポロジカル数になっている.
第 1 Chern数は

Ch1 =
1

4π

∫
d2k εij Tr [fij ] =

1

2π

∫
d2k Tr

[
∂ay(k)

∂kx
− ∂ax(k)

∂ky

]
(3.1.26)

で与えられる. ここで ai, fij は非可換 Berry接続,曲率で

fαβij = ∂kia
αβ
j − ∂kja

αβ
i + i[ai, aj ]

αβ (3.1.27)

aαβi = −i
〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣uβ,k〉 (3.1.28)

で与えられる. 以下では HamiltonianがH(k) = R(k) · τ , R(k) = (∓qx, qy,∓m)で与えられていると
きの第 1 Chern数を求める. この系は 2バンド模型であり, 占有バンドは 1つのみなのでセル周期関数,
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Berry接続, Berry曲率はそれぞれ |−,R(k)〉 , a−i (k), f
−
ij (k)と書くことにする. まずは Berry接続を求

める.

a−i (k) = −i 〈−,R(k)|∂i|−,R(k)〉

= −i∂Ra(k)
∂ki

〈
−,R

∣∣∣∣ ∂

∂Ra

∣∣∣∣−,R〉 =
∂Ra(k)

∂ki
a−a (R) (3.1.29)

であるので, Berry曲率は

f−xy(k) =
∂a−y (k)

∂kx
− ∂a−x (k)

∂ky

=
∂

∂kx

∂Ra(k)

∂ky
a−a (R)− ∂

∂ky

∂Ra(k)

∂kx
a−a (R)

=
∂Ra(k)

∂kx

∂Rb(k)

∂ky

(
∂a−b (R)

∂Ra
− ∂a−a (R)

∂Rb

)
=
∂Ra(k)

∂kx

∂Rb(k)

∂ky
f−ab(R) (3.1.30)

となる. ここでR空間のBerry曲率が εcabf−ab(R) = −Rc/(2R3)であることを用いると (証明はすぐ後),
k空間での Berry曲率は

f−xy(k) = −
1

2R3
R ·

(
∂R(k)

∂kx
× ∂R(k)

∂ky

)
(3.1.31)

となる. これを用いれば, 第 1 Chern数を求める式は

Ch1 = −
∫
BZ

d2k

4π

R

|R|3
·
(
∂R

∂kx
× ∂R

∂ky

)
(3.1.32)

で与えられる. 最後にR(k) = (∓qx, qy,∓m)を代入すれば, 第 1 Chern数はK±関係なく

Ch1 = −
1

4π

∫ 2π

0
dθ

∫ ∞

0
qdq

m(
q2x + q2y +m2

)3/2 = −1

2
sgn(m) (3.1.33)

で与えられる. Haldane模型はBrillouin zone内に 1つずつK+とK−があるので, 合計するとHaldane
模型の第 1 Chern数は−sgn(m)となり整数となる. したがって Hall伝導率は−e2/h sgn(m)のように
量子化される.
最後にR空間での Berry曲率が εcabf−ab(R) = −Rc/(2R3)であることを導出する. Hamiltonianが

H = R · τ で与えられたとき, エネルギー固有値は±|R|となり, −|R|に対応するエネルギー固有状態は

|−,R〉 =
(
e−iφ sin θ

2

− cos θ2

)
(3.1.34)

となる. ここで 3次元極座標R = R(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)を使った. このときの Berry接続は

a−(R) = −i 〈−,R|∇R|−,R〉

=
1

2
(−1 + cos θ)∇Rφ =

−1 + cos θ

2R sin θ
eφ (3.1.35)

となる.途中で 3次元極座標の勾配

∇ = er
∂

∂r
+

eθ
r

∂

∂θ
+

eφ
r sin θ

∂

∂φ
(3.1.36)
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を使った. 最後に 3次元極座標の回転

∇×E =
er

r sin θ

{
∂

∂θ
(Eφ sin θ)−

∂Eθ
∂φ

}
+

eθ
r

{
1

sin θ

∂Er
∂φ
− ∂

∂r
(rEφ)

}
+

eφ
r

{
∂

∂r
(rEθ)−

∂Er
∂θ

}
(3.1.37)

を使えば, R空間での Berry曲率は

∇R × a−(R) = − R

2R3
(3.1.38)

となる. 図 3.1.4はHaldane模型の各パラメーターに対して Berry曲率をプロットしたものである.

(a) (b) (c)

Figure 3.1.3: Haldane模型のバンド図.全ての図において a = 1, t1 = 1である. (a)は t2 = 0, φ = 0,M =
0で最近接 hoppingのみ入ったグラフェンのハンド図である. (b)は t2 = 0.3, φ = π/2,M = 0.5でChern
数が 1のバンド図である. (c)は t2 = 0.3, φ = 0,M = 0.5で Chern数が 1のバンド図である. 図の中に
ある黒の点線は Brillouin Zoneを表している.

(a) (b)

Figure 3.1.4: Haldane模型の Berry曲率の様子. (a)はM = 0.5, t2 = 0で Chern数は 0であり (b)は
M = 0.5, t2 = 0.3で Chern数は 1.
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3.2 Kane-Mele模型

KaneとMeleはスピンホール効果の一般化として 2次元の Z2トポロジカル絶縁体を提唱した [10, 11].
原論文の段階では量子スピンホール絶縁体と呼んでいるが, スピンの z成分が保存しない一般の場合を
考えるので Z2 トポロジカル絶縁体と呼ぶ方が正確である. この KaneとMeleが提唱した Kane-Mele
模型と呼ばれる 2次元の Z2 トポロジカル絶縁体は d = 2の class AIIの模型の具体例となっている.
Kane-Mele模型はHaldane模型を「重ね合わせた」と見ることが出来る. Haldane模型は局所的な磁場
を挿入することで時間反転対称性を破った. Kane-Mele模型は上下の方向から局所的な磁場を挿入して
時間反転対称性を満たした模型である. もちろん上下の方向から磁場を印加することは不可能なのだが,
スピン軌道相互作用がこの役割を担っている. Kane-Mele模型は 2次元の蜂の巣格子模型上に定義され
る. Hamiltonianは

Ĥ = t
∑
〈i,j〉,s

c†i,scj,s + iλ
∑

〈〈i,j〉〉,s,s′
νijc

†
i,sσ

3
ss′cj,s′ +M

∑
i,s

ξic
†
i,sci,s (3.2.1)

である. 基本的に Haldane模型 (3.1.4)と同じだが, spinfulな模型なので, 添え字 s =↑, ↓が付いてい
る. 原論文 [10, 11]では鏡映対称性を破る Rashba項が入っているが, ここでは簡単のために無視する.
Kane-Mele模型は最初に提案されたトポロジカル絶縁体の模型だが, 実験的には実現されていない. な
ぜならばグラフェンを構成する炭素は元素番号が小さいため, スピン軌道相互作用が小さいからである.
代わりにBerneving, Hughes, Zhangにより提案されたBHZ模型 [12]が初めて実験的に観測された 2次
元 Z2トポロジカルである [13].

3.2.1 バルクの状態

x, y方向が周期境界条件つまり, Kane-Mele模型のバルクの状態を考える. Hamiltonian (3.2.1)を波数
により部分対角化する. Fourier変換して各項は

t
∑
〈i,j〉,s

c†i,scj,s = t
∑
k

i=1,2,3

[
eik·δi

(
c†A,k,↑cB,k,↑ + c†A,k,↓cB,k,↓

)
+ e−ik·δi

(
c†B,k,↑cA,k,↑ + c†B,k,↓cA,k,↓

)]
(3.2.2)

iλ
∑

〈〈i,j〉〉,s,s′
c†i,sσ

3
ss′cj,s′ = 2λ

∑
k

[
{sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)}c†A,k,↑cA,k,↑

− {sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)}c†B,k,↑cB,k,↑
− {sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)}c†A,k,↓cA,k,↓

+ {sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)}c†B,k,↓cB,k,↓
]

(3.2.3)

M
∑
i,s

ξic
†
i,sci,s =M

∑
k

(
c†A,k,↑cA,k,↑ + c†A,k,↓cA,k,↓ − c

†
B,k,↑cB,k,↑ − c

†
B,k,↓cB,k,↓

)
(3.2.4)
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となるので, Hamiltonianは

Ĥ =
∑
k

C†
kH(k)Ck (3.2.5)

C†
k =

(
c†A,k,↑ c†A,k,↓ c†B,k,↑ c†B,k,↓

)
(3.2.6)

H(k) = R3(k)α
3 +R4(k)α

4 +R5(k)α
5 +R45(k)α

45 (3.2.7)
R3(k) = 2λ(sink · a1 − sink · a2 − sink · (a1 − a2)) (3.2.8)

R4(k) = t
∑

i=1,2,3

cosk · δi (3.2.9)

R5(k) = −t
∑

i=1,2,3

sink · δi (3.2.10)

R45(k) =M (3.2.11)

となる. ここで αaは 4× 4の行列で全部で 16個存在する. 任意の 4× 4のエルミート行列は 16個の実
パラメータを含んでいるので, 16個の基底となる行列 αaと実パラメータRaを用いれば全ての 4× 4の
エルミート行列を表現できる. α行列の選び方は何通りもあるが, ここでは

α1 = τ3 ⊗ σ1 =
(
σ1 0
0 −σ1

)
, α2 = τ3 ⊗ σ2 =

(
σ2 0
0 −σ2

)
, (3.2.12)

α3 = τ ⊗ σ3 =
(
σ3 0
0 −σ3

)
, α4 = τ1 ⊗ I =

(
0 I
I 0

)
, (3.2.13)

α5 = τ2 ⊗ I =

(
0 −iI
iI 0

)
, αab =

1

2i

[
αa, αb

]
(3.2.14)

のように選ぶとする. αa (a = 1, 2, 3, 4, 5)は Clifford代数の関係
{
αa, αb

}
= 2δab を満たす. α行列

は τ ⊗ σ という形で与えられるが, τ が副格子の自由度で σ がスピンの自由度に対応する. バルクの
Hamiltonian (3.2.7)を各波数に対して対角化して plotすると, Kane-Mele模型のバルクのバンド図 3.2.1
が得られる.
次にKane-Mele模型の時間反転対称性を確認する. 時間反転において副格子の自由度は変わらず, ス

ピンの自由度は σ → −σと変換するので, 時間反転演算子の 1粒子 Hamiltonianに対する行列表現は
T = −i(I ⊗ σ2)K となる. 時間反転に対して, α行列は

T−1αaT =

{
−αa (a = 1, 2, 3, 5)

+αa (a = 4, 45)
(3.2.15)

のように変換する. これを用いると, Kane-Mele模型の 1粒子Hamiltonian (3.2.7)は

T−1H(k)T =−R3(k)α
3 +R4(k)α

4 −R5(k)α
5 +R45(k)α

45 (3.2.16)
=R3(−k)α3 +R4(−k)α4 +R5(−k)α5 +R45(−k)α45 = H(−k) (3.2.17)

と変換する. T−1H(k)T = H(−k)より Kane-Mele模型は時間反転対称性を持ち, T2 = −1である. こ
れはKane-Mele模型が d = 2の class AIIのに属することを表している. 次にKane-Mele模型の空間反
転対称性を議論する. 空間反転をすると, 副格子の自由度が A →B, B →Aとなるので, 空間反転演算子
は P = τ1 ⊗ I となる. α行列は空間反転で

P−1αaP =

{
−αa (a = 1, 2, 3, 5, 45)

+αa (a = 4)
(3.2.18)

と変換する.これを用いると, Kane-Mele模型の 1粒子Hamiltonian (3.2.7)は

P−1H(k)P =−R3(k)α
3 +R4(k)α

4 −R5(k)α
5 −R45(k)α

45 (3.2.19)
=R3(−k)α3 +R4(−k)α4 +R5(−k)α5 −R45(k)α

45 (3.2.20)
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となり, R45 = M = 0のとき, P−1H(k)P = H(−k)となってKane-Mele模型は空間反転対称性を持つ
ようになる.

(a) (b) (c)

Figure 3.2.1: Kane-Mele模型のバンド図. (a)はM = 0, λ = 0.06t, (b)はM = 0.1t, λ = 0.06t, (c)は
M = 0.4t, λ = 0.06t. スピン軌道相互作用が小さいために 2つしかバンドが無いようにに見える. バン
ドの外形はHaldane模型と似ており, 図 3.2.2との比較から−1 ≤ E(k) ≤ 1付近を表示している.

3.2.2 エッジ状態

x軸方向が周期境界条件でy方向が開放端条件の境界がある場合のKane-Mele模型を考える. Hamiltonian
(3.2.1)を x軸方向のみに Fourier変換する. 境界はジグザグ型を考える. Hamiltonianの各項は

t
∑
〈i,j〉,s

c†i,scj,s = t
∑
kx,s

N2∑
n=1

[
2 cos

kxa

2
c†A,s(kx, n)cB,s(kx, n) + c†A,s(kx, n+ 1)cB,s(kx, n)

]
+ [h.c] (3.2.21)

iλ
∑

〈〈i,j〉〉,s,s′
c†i,sσ

3
ss′cj,s′

= 2λ
∑
kx,s,s′

N2∑
n=1

[
− sin kxa c

†
A,s(kx, n)σ

3
s,s′cA,s(kx, n) + sin kxa c

†
B,s(kx, n)σ

3
s,s′cB,s(kx, n)

+ sin
kxa

2
c†A,s(kx, n)σ

3
s,s′cA,s(kx, n+ 1) + sin

kxa

2
c†A,s(kx, n+ 1)σ3s,s′cA,s(kx, n)

− sin
kxa

2
c†B,s(kx, n)σ

3
s,s′cB,s(kx, n+ 1) + sin

kxa

2
c†B,s(kx, n+ 1)σ3s,s′cB,s(kx, n)

]
(3.2.22)

M
∑
i,s

ξic
†
i,sci,s =M

∑
kx,s

N2∑
n=1

(
c†A,s(kx, n)cA,s(kx, n)− c

†
B,s(kx, n)cB,s(kx, n)

)
(3.2.23)

と変換する. ここで y方向の格子点を n = 1, 2, · · ·N2で区別して, 副格子 I (= A,B), スピン s, 波数 kx,
y方向の n番目のサイトの生成消滅演算子を c†I,s(kx, n), cI,s(kx, n)と書いた. これを用いて Kane-Mele
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模型のHamiltonian (3.2.1)を行列の形に書くと,

Ĥ =
∑
kx

C†(kx)H(kx)C(kx) (3.2.24)

C†(kx) =

(
c†A,↑(kx, 1) c†A,↓(kx, 1) c†B,↑(kx, 1) c†B,↓(kx, 1)

· · · c†A,↑(kx, N2) c†A,↓(kx, N2) c†B,↑(kx, N2) c†B,↓(kx, N2)

)
(3.2.25)

H(kx) =



F G · · ·
G† F G · · ·

G† F G · · ·
. . .
· · · G† F G

· · · G† F


(3.2.26)

となる. H(kx)のブロック対角成分を除いた何も書いてない成分は全て 0である. また y方向に関する
和
∑

nも行列の中に含まれるようにした. ここで F,Gは 4× 4の行列で

F =


M − 2λ sin kxa 0 2t cos kxa2 0

0 M + 2λ sin kxa 0 2t cos kxa2
2t cos kxa2 0 −M + 2λ sin kxa 0

0 2t cos kxa2 0 −M − 2λ sin kxa

 (3.2.27)

G =


2λ sin kxa

2 0 0 0

0 −2λ sin kxa
2 0 0

t 0 −2λ sin kxa
2 0

0 t 0 2λ sin kxa
2

 (3.2.28)

である. Hamiltonian (3.2.26)を各 kxごとに対角化して plotすると, x方向が周期境界条件で y方向が開
放端条件のKane-Mele模型のバンド図 3.2.2が得られる. また比較のために図 3.2.2と同じ向きでプロッ
トした x, yが周期境界条件のバルクのKane-Mele模型のバンド図が 3.2.3である. 図 3.2.2の (a), (b)が
トポロジカルに非自明な状態で, (c)がトポロジカルに自明な状態である. (a)はM = 0なのでスピンの
自由度が常に縮退しているが, (b)は分裂している. このバンド図で上下の密集したバンドはバルクのバ
ンドである. 実際, 図 3.2.2と図 3.2.3のバルクの部分は同じ形をしている. 一方バルクのバンド図 3.2.3
でギャップが空いている領域に図 3.2.2の (a), (b)にはバンドが存在する. これはエッジモードでエッジ
は金属的になっていることに対応する. エッジでは時間反転対称性より電流は流れないが, 反対のスピン
が反対向きに流れるヘリカルエッジモードが存在する.

(a) (b) (c)

Figure 3.2.2: Kane-Mele 模型の x 方向が周期境界条件で y 方向が開放端条件でのバンド図. (a) は
M = 0, λ = 0.06t, (b)はM = 0.1t, λ = 0.06t, (c)はM = 0.4t, λ = 0.06t.
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(a) (b) (c)

Figure 3.2.3: Kane-Mele模型のバンド図を y軸が紙面の表から裏へ貫く向きになるように回転させたも
の. パラメータは図 3.2.1,3.2.2と同じである.

3.3 Fu-Kane-Mele模型
最後に d = 3の class AIIの模型の具体例として, Fu-Kane-Mele模型 [16, 17]を考える. Fu-Kane-Mele
模型は [16]で提案され, [17]において具体的な物質の予言が行われ, 初めて実験的に観測された 3次元ト
ポロジカル絶縁体である [52]. Fu-Kane-Mele模型は物質として Bi1− xSbxに対応するが, 様々な実験的
困難から Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3などが標準的な 3次元トポロジカル絶縁体として認識されている [53,
54]. 実験に関してはBi2Se3, Bi2Te3が 2009年, Sb2Te3が 2012年にトポロジカル絶縁体であると確認さ
れた [55–58].

Fu-Kane-Mele模型はダイアモンド格子上に定義される模型である. 格子定数を aとして, 基本並進
ベクトルは

a1 =
a

2

0
1
1

 , a2 =
a

2

1
0
1

 , a3 =
a

2

1
1
0

 (3.3.1)

であり, 副格子ベクトルは

δ1 =
a

4

1
1
1

 , δ2 =
a

4

−1−1
1

 , δ3 =
a

4

 1
−1
−1

 , δ4 =
a

4

−11
−1

 (3.3.2)

である. ダイヤモンド格子の基本逆格子ベクトルは

b1 =
2π

a

−11
1

 , b2 =
2π

a

 1
−1
1

 , b3 =
2π

a

 1
1
−1

 (3.3.3)

となる. 図 3.3.1の (a)がダイヤモンド格子の図で, (b)がダイヤモンド格子の Brillouin zoneである.
Fu-Kane-Mele模型のHamiltonianはKane-Mele模型と同じで,

Ĥ =
∑
〈i,j〉,s

tijc
†
i,scj,s + i

8λ

a2

∑
〈〈i,j〉〉,s,s′

c†i,sσss′ · (δik × δkj)cj,s′ (3.3.4)

である. 第 1項は最近接 hopping, 第 2項はスピン軌道相互作用である. 第 1項の hoppingは δ1から δ4
の 4つの方向があるが, 全ての方向の hoppingの大きさが異なるとする. つまり hoppingは t1, t2, t3, t4
の 4つが存在する. 第 2項の δik × δkj はKane-Mele模型で νij に対応する項で, j → k → iという向き
で次近接サイトと結ばれているとき, (j, k), (k, i)で指定されるボンドの副格子ベクトルの外積という意
味である.
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Figure 3.3.1: (a)ダイヤモンド格子の模式図, (b)ダイヤモンド格子の Brillouin zone. [59]より引用.

3.3.1 バルクの状態
x, y, z方向が周期境界条件のとき, Hamiltonian (3.3.4)を波数により部分対角化する. Fourier変換して
各項は∑

〈i,j〉,s

tijc
†
i,scj,s =

∑
k

i=1,2,3,4

ti

[
eik·δi

(
c†A,k,↑cB,k,↑ + c†A,k,↓cB,k,↓

)
+ e−ik·δi

(
c†B,k,↑cA,k,↑ + c†B,k,↓cA,k,↓

)]
(3.3.5)

i
8λ

a2

∑
〈〈i,j〉〉,s,s′

c†i,sσss′ · (δik × δkj)cj,s′

= 2λ
∑
k

[(
c†A,k,↑ c†A,k,↓

)
X(k)

(
cA,k,↑
cA,k,↓

)
−
(
c†B,k,↑ c†B,k,↓

)
X(k)

(
cB,k,↑
cB,k,↓

)]
(3.3.6)

X(k) = {sink · a2 − sink · a3 + sink · (a3 − a1)− sink · (a2 − a1))}σ1

+ {sink · a3 − sink · a1 + sink · (a1 − a2)− sink · (a3 − a2))}σ2

+ {sink · a1 − sink · a2 + sink · (a2 − a3)− sink · (a1 − a3))}σ3 (3.3.7)

となるので, Hamiltonianは

Ĥ =
∑
k

C†
kH(k)Ck (3.3.8)

C†
k =

(
c†A,k,↑ c†A,k,↓ c†B,k,↑ c†B,k,↓

)
(3.3.9)

H(k) = R1(k)α
1 +R2(k)α

2 +R3(k)α
3 +R4(k)α

4 +R5(k)α
5 (3.3.10)

R1(k) = 2λ(sink · a2 − sink · a3 + sink · (a3 − a1))− sink · (a2 − a1)) (3.3.11)
R2(k) = 2λ(sink · a3 − sink · a1 + sink · (a1 − a2))− sink · (a3 − a2)) (3.3.12)
R3(k) = 2λ(sink · a1 − sink · a2 + sink · (a2 − a3))− sink · (a1 − a3)) (3.3.13)

R4(k) =
∑

i=1,2,3,4

ti cosk · δi (3.3.14)

R5(k) = −
∑

i=1,2,3,4

ti sink · δi (3.3.15)

となる. Ri(−k) = −Ri(k) (i = 1, 2, 3, 5), R4(−k) = R4(k)より, α行列の時間反転 T (3.2.15)と空間
反転 P (3.2.18)を考えれば, T−1H(k)T = H(−k) P−1H(k)P = H(−k), であると容易に示せるので,
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Fu-Kane-Mele模型は時間反転対称性と空間反転対称性を持つことが分かる.
図 3.3.2は kz = 0の断面についてプロットしたFu-Kane-Mele模型のバンド図である. Fu-Kane-Mele

模型は t1 = t2 = t3 = t4のとき, Brillouin zone中の点 2π/a(1, 0, 0), 2π/a(0, 1, 0), 2π/a(0, 0, 1)で gapが
閉じる.

(a) (b)

Figure 3.3.2: Fu-Kane-Mele模型の kz = 0のバンド図. (a)は t1 = t2 = t3 = t4 = 1.0, λ = 0.125で,
(b)は t1 = 1.4, t2 = t3 = t4 = 1.0, λ = 0.125.

3.3.2 エッジ状態

Fu-Kane-Mele模型を (111)方向に境界があるとしてHamiltonianを対角化してプロットしたのが図 3.3.3
である. この図に 0; (111)のような記号が割り振られているが, これは後に説明する 4つの Z2 不変量
ν0; (ν1ν2ν3)のことである. 図 3.3.3で表面のバンドが交差している点がいくつかあるが, これは 2次元の
Dirac点を表している. ν0 = 0のときは偶数個の (0個を含む) Dirac点が存在しており, ν0 = 1のときは
奇数個のDirac点が存在している.

Γ M1 M2 M3 Γ Γ M1 M2 M3 Γ

Γ

M1

M2

M3

0;(111)

1;(111)1;(111)

0;(111)

0

4

-4

0

4

-4

E

E

Figure 3.3.3: (111)方向に境界があるときの Fu-Kane-Mele模型のバンド図. [16]より引用.
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3.4 トポロジカルバンド理論
class A, d = 2である Chern絶縁体のトポロジカル数は天下り的であるが, 第 1 Chern数で与えられる
とした. 本節では class AII d = 2, 3 のトポロジカル数を求めるトポロジカルバンド理論を導出する. 方
針としては 2次元の場合に導出して 3次元へ一般化する.

3.4.1 時間反転分極
まず 2次元について, 量子ホール効果と Thoulessポンピングの関係のように空間 2次元の系は, 空間 1
次元と 1つの断熱パラメーターに依存した系と等価になる. 2次元のトポロジカル数を求めるために, 時
間に依存した周期 T の 1次元系を考える. 1粒子HamiltonianはH(t, k)と書き,

H(t+ T, k) = H(t, k) (3.4.1)
T−1H(t, k)T = H(−t,−k) (3.4.2)

を満たす. これは k → ky, t→ kxと置き換えれば, H(kx, ky)は時間反転対称な 2次元系のHamiltonian
になっている. 以下では 2次元のバンド絶縁体を特徴付けるために, 断熱パラメーターに依存した 1次元
系の分極を考える. 本節は原論文 [15]を非常に参考にしている.

電気分極の review

H(t, k)の固有関数であり, Hilbert空間の正規直交基底としてセル周期関数 |uα,k(t)〉の Fourier変換とし
てWannier関数

|R,α, t〉 = 1

2π

∫ π

−π
dk e−ik(R−r) |uα,k(t)〉 (3.4.3)

が定義できる. Wannier関数はバンドα, Bravais格子ベクトルRで指定されるHilbert空間の正規直交基
底で,位置表示 〈x|α,R, t〉は空間的に局在した関数となっている. セル周期関数とWannier関数はFourier
変換というユニタリ変換で結ばれるので等価な情報を持つが, Wannier関数はもはや Hamiltonianの固
有状態ではない. また, Chern数が 0でないとき指数関数的に局在したWannier関数を構成できないと
いう関係があるが, この関係を利用してChern絶縁体をWannier関数の立場から定義しようとする試み
もある [60].
ここで電気分極 PρをR = 0のWannier関数の中心の全てのバンドについての和として定義する [61,

62].

Pρ =
∑
α

〈R = 0, α|r|R = 0, α〉 (3.4.4)

Wannier関数の定義式を代入して,また付録の公式 (D.8.1), i
〈
uα,k′

∣∣ ∂
∂k

∣∣uα,k〉 ei(k−k′)r = 2πδ(k−k′)i
〈
uα,k

∣∣ ∂
∂k

∣∣uα,k〉
を使うと, 電気分極は

Pρ =
1

(2π)2

∫
dkdk′

〈
uα,k′

∣∣∣rei(k−k′)r∣∣∣uα,k〉
=

1

(2π)2

∫
dkdk′

〈
uα,k′

∣∣∣∣−i( ∂

∂k
ei(k−k

′)r

)∣∣∣∣uα,k〉
=

1

(2π)2

∫
dkdk′

〈
uα,k′

∣∣∣∣i ∂∂k
∣∣∣∣uα,k〉 ei(k−k′)r

= − 1

2π

∫ π

−π
dk Tr [a(k)], aαβ(k) = −i

〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣uβ,k〉 (3.4.5)

のように Berry接続の積分で書くことが出来る. U(2N) Gauge変換

|uα,k〉 →
∣∣u′α,k〉 = Uβα(k) |uβ,k〉 (3.4.6)
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の下でBerry接続は gauge変換するが, 電気分極は P ′
ρ = Pρ+m のように変化する. mは整数である.つ

まり電気分極は整数分だけ不定性を持っておりこれは電気分極は単位胞内でのみ意味を持つことに対応
する. Marzari と Vanderbiltは最局在Wannier関数を選択するように Uβα(k)を選ぶ手続きを開発した
が [63], 今は全電気分極を考えているため Uβα(k)の詳細は関係ない.

Hamiltonian H(t, k)が断熱パラメーター tに対して連続的に変化するとき, 電気分極の差が定義でき
る. 今 t1から t2へ連続的に変化した時, 電気分極の差は

Pρ(t2)− Pρ(t1) = −
1

2π

[∮
c2

dk Tr [a(t, k)]−
∮
c1

dk Tr [a(t, k)]

]
(3.4.7)

と書くことができる. ここで c1, c2 は t = t1, t2 での k = −π から π までの閉じた loopを表している.
Stokesの定理を使うと, 電気分極の差は Berry曲率の積分で書ける.

Pρ(t2)− Pρ(t1) = −
1

2π

∮
τ12

dkdt Tr [ftk(t, k)], (3.4.8)

ここで ftk(t, k) = −i
∑

α [〈∂tuα,k(t)|∂kuα,k(t)〉 − c.c] で (t, k)空間中での Berry曲率である. また τ12は
曲線 c1, c2で囲まれる 2次元面である. t1 = 0, t2 = T とすると, 電気分極の差は

Pρ(T )− Pρ(0) = −
1

2π

∮
BZ
dkdt Tr [ftk(t, k)] (3.4.9)

となり, (t, k)空間全体の積分となり, これを 2次元Brillouin zoneと見なすと電気分極の差は第 1 Chern
数で与えられる [64, 65]. 第 1 Chern数は各サイクルでどれだけ電荷がポンプされるか特徴づける量で
あり整数となる. しかし, 時間反転対称性がある場合, Berry曲率は ftk(−k,−t) = −ftk(t, k)を満たすの
で, 第 1 Chern数は 0となる. 我々は時間反転対称性な断熱パラメーターに依存した 1次元系を考えたい
ので, この系を特徴付けるために電気分極以外の量を考える必要がある.

Kramersペアに対する時間反転分極と Z2不変量

次に時間反転対称性がある場合の分極について考える. 占有バンドが 2N 本あるとすると, T2 = −1から
各バンドはKramersペアを作っている. 実際,固有方程式

H(k) |uα,k〉 = E(k) |uα,k〉 (3.4.10)

を満たすとき, 時間反転対称性の条件 T−1H(k)T = H(−k)から

H(k)[T |uα,−k〉] = E(−k)[T |uα,−k〉] (3.4.11)

という固有方程式も成立する. つまり, 波数 kでエネルギーが E(k)の状態 |uα,k〉が存在したら, 同時に
エネルギーが E(−k)の状態 T |uα,−k〉が存在することになる. さらに k = −kが成立する時間反転対称
性運動量 (TRIM)では, この点を Γiで表すと, E(Γi) = E(−Γi)より必ず 2重縮退する. 位相差を考慮
して,

∣∣∣uⅠα,k〉 = |uα,k〉 ,
∣∣∣uⅡα,k〉 = e−iχα,kT |uα,−k〉とすると,∣∣∣uⅠα,−k〉 = eiχα,kT

∣∣∣uⅡα,k〉 (3.4.12)∣∣∣uⅡα,−k〉 = −eiχα,−kT
∣∣∣uⅠα,k〉 (3.4.13)

が成立する. α = 1, 2, · · ·N である. 係数は T2 = −1を使って元に戻るようにした. 時間反転対称性より
電気分極は 0になってしまうが, Kramersペア s =Ⅰ,Ⅱそれぞれについて, 部分分極

P s = − 1

2π

∫ π

−π
dk Tr [as(k)] (3.4.14)

as(k) = −i
〈
usα,k

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣usβ,k〉 (3.4.15)
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が定義できる. この部分分極は s =Ⅰ,ⅡのKramersペアのWannier中心が断熱パラメーターが変化し
た時どのように変化するか表す物理量である. 以下では部分分極はU(2N) gauge変換に対して不変であ
ることを示す.

PⅠ =
1

2π

∫ π

0
dk
[
Tr
[
aⅠ(k)

]
+Tr

[
aⅠ(−k)

]]
(3.4.16)

と変形して付録の公式 (D.8.2)

Tr
[
aⅡ(k)

]
= Tr

[
aⅠ(−k)

]
+
∑
α

∂χα,k
∂k

(3.4.17)

を使うと, 部分分極は

PⅠ =
1

2π

[∫ π

0
dk Tr [a(k)]−

∑
α

(χα,π − χα,0)

]
(3.4.18)

となる. ここで a(k) = aⅠ(k) + aⅡ(k)である. 実は第 2項目は時間反転演算子の行列表示であるw行列
wαβ(k) = 〈uα,−k|T|uβ,k〉を使うと綺麗に書き換えられる.

w(k) =


0 e−iχ1,k 0 0 · · ·

−e−iχ1,−k 0 0 0 · · ·
0 0 0 e−iχ2,k · · ·
0 0 −e−iχ2,−k 0 · · ·
...

...
...

... . . .

 (3.4.19)

ここで時間反転対称運動量 k = Λiのとき, w(Λi)は反対称行列にになっている. 反対称行列にはパフィ
アンという量が定義でき,

Pf[w(Λi)] = w12(Λi)w34(Λi) · · ·w2N−1 2N (Λi) = exp

[
−i

N∑
α=1

χα,Λi

]
(3.4.20)

が得られる. したがって部分分極は w行列とパフィアンを使って

PⅠ =
1

2π

[∫ π

0
dk Tr [a(k)]− i log Pf[w(π)]

Pf[w(0)]

]
(3.4.21)

と変形できる. パフィアンに対して成り立つ公式 Pf
[
XAXT

]
= det [X]Pf[A]を使うと, U(2N)変換に

おいて Pf[w] → Pf[w] det [U ]と変換する. したがって det [U ] = 1を満たす SU(2N)変換の下で PⅠは
不変である. さらに U(k) = eiθ(k)の U(1)変換の下で PⅠの第 1項と第 2項が互いに打ち消しあうので
PⅠは U(1)不変である. したがって PⅠは U(2N) gauge変換の下で不変である. また電気分極と同様
に PⅠは logの不定性より整数の不定性を持つが, これは部分分極は単位胞内でwell-definedであること
に対応する.
同様の式変形を s =Ⅱの部分分極に対して行うと,

PⅡ =
1

2π

[∫ π

0
dk Tr [a(−k)] + i log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]
(3.4.22)

が得られる. ここで時間反転分極 Pθ = PⅠ − PⅡを定義する.

Pθ =
1

2π

[∫ π

0
dk Tr [a(k)− a(−k)]− 2i log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]
. (3.4.23)
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付録の w行列と Berry接続の公式 (D.5.3),

ai(−k) = w(k)a∗i (k)w
†(k) + iw(k)

∂

∂ki
w†(k) (3.4.24)

について, 両辺トレースを取り, Tr
[
w(k)∂kw

†(k)
]
= −Tr

[
w†(k)∂kw(k)

]
を使うと,

Tr [a(k)− a(−k)] = iTr

[
w†(k)

∂

∂k
w(k)

]
(3.4.25)

が得られる. これを時間反転分極に代入して

Pθ =
1

2πi

[
−
∫ π

0
dk Tr

[
w†(k)

∂

∂k
w(k)

]
+ 2 log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]
=

1

2πi

[
−
∫ π

0
dk ∂k Tr [logw(k)] + 2 log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]
=

1

2πi

[
−
∫ π

0
dk ∂k log det [w(k)] + 2 log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]
=

1

πi

[
− log

√
det [w(π)]

det [w(0)]
+ log

Pf[w(π)]
Pf[w(0)]

]

=
1

πi

[
log

√
det [w(0)]

Pf[w(0)]

√
det [w(π)]

Pf[w(π)]

]
(3.4.26)

を得る. detw = (Pf w)2より,
√
detw/Pf w = ±1であるから時間反転分極 Pθ は 0または 1を与える.

また logの不定性から Pθはmod 2の範囲で定義される. したがって

(−1)Pθ =

√
det [w(0)]

Pf[w(0)]

√
det [w(π)]

Pf[w(π)]
(3.4.27)

と書き換えられえる. ここで
√
det [w]の分枝は k = 0から式 (3.4.26)の積分経路に沿って連続的に k = π

に繋がるように取る. 式 (3.4.26), (3.4.27)は Berry位相を使った電気分極の定式化に時間反転対称性を
加えて拡張したものである. 時間反転分極 Pθは 0と 1という 2つの異なった分極の状態を定義する. こ
の Pθは有限系の端でKramersペアが存在する, もしくは存在しないを記述する. しかし Pθだけでは意
味を持たない. なぜならば gauge変換

∣∣∣uⅠα,k〉 → eik
∣∣∣uⅠα,k〉で値を変えてしまうからである. これは端で

のKramersペアの存在は結晶の端の形状に依存することに対応する. しかしながら時間反転分極 Pθ の
差は gauge不変でありこの値はトポロジカルに異なる 2つの状態を区別する.ここで

ν = Pθ

(
T

2

)
− Pθ(0) (mod 2) (3.4.28)

を定義すると, νは t = 0と t = T/2でKramersペアの取り換えが起こる, もしくは起こらないを区別す
る Z2トポロジカル不変量になっている. 図 3.4.1はWannier中心の時間発展の様子で, Kramersペアの
取り換えが起こるときと起こらないときの様子である.図 3.4.1の (a)は ν = 1の場合で t = 0と t = T/2
の間でKramersペアの取り換えが起こっている. その結果有限系では端にペアを作っていない状態が出
現する. 一方図 3.4.1の (b)は ν = 0の場合で t = 0と t = T/2の間でKramersペアの取り換えが起こっ
ていない自明な状態である.
このZ2トポロジカル不変量 νは (t, k)で張られる 2次元トーラスからHilbert空間への写像 |uα,k(t)〉

がトポロジカルに異なる 2つの状態に分けることができると示唆している. 式 (3.4.28)は

(−1)ν =

4∏
i=1

√
det [w(Γi)]

Pf[w(Γi)]
(3.4.29)

31



Go Back to the Contents 3.4. トポロジカルバンド理論

と書き換えられる. ここで Γiは 4つの時間反転対称な (t, k)空間上の点である. この表式を適用するた
めには (t, k)空間上でセル周期関数が連続的に定義される必要があるが, これは常に可能である. なぜな
らばセル周期関数を連続的に定義するときの障害となる第 1 Chern数が時間反転対称性より 0となるか
らである.

Figure 3.4.1: Wannier中心の時間発展の様子. (a)は ν = 1の場合でKramersペアの交換が発生してい
る非自明な状態である. (b)はKramersペアの交換が起こっていない自明な状態である.

3.4.2 2次元の Z2トポロジカル数
前節の議論において t → kx, k → ky とすることで時間反転対称なバンド絶縁体を構成できる. 今, 図
3.4.2の (a)のような x方向が周期境界条件で y方向が開放端条件の円筒系を考える. この系のバンド図
を描くと図 3.4.3のように灰色のバルクのバンドと中央に書かれているエッジのバンドが描かれるよう
なバンド図が得られる. ここで kx = Λ1,Λ2の時間反転対称運動量ではKramers縮退している. このと
き, kx = Λ1,Λ2で (a) Kramersペアが交換すると (b) 交換しないという 2つの可能性がある. この 2つ
の状態は kxを断熱パラメーターと見たときの時間反転分極 Pθの差で区別できる.具体的には

ν = Pθ(kx = Λ2)− Pθ(kx = Λ1) (3.4.30)

である. kx = Λ1,Λ2での Pθは図 3.4.2の (b)にあるように (kx, ky)空間中の時間反転対称運動量 Γ11と
Γ12, Γ21と Γ22で δi =

√
det [w(Γi)]/Pf[w(Γi)] を計算してその積 πi = δi1δi2を計算することで導出でき

る. したがってKramersペアの交換を区別するトポロジカル不変量 νは

(−1)ν =
∏

n1=0,1

∏
n2=0,1

√
det [w(Γn1n2)]

Pf[w(Γn1n2)]
(3.4.31)

で与えられる. ν = 1のとき, 図 3.4.3の (a)のようになり, Kramersペアの交換が起こる. このとき必
ずフェルミエネルギーはバンドと奇数回交差する. 一方, ν = 0のとき, 図 3.4.3の (b)のようになり,
Kramersペアの交換が起きない. このとき必ずフェルミエネルギーはバンドと偶数回交差する. 時間反
転対称性を満たす摂動の下でフェルミエネルギーとバンドが交差する回数は変わるが, その偶奇は変わ
らない. ν = 0の場合はフェルミエネルギーとバンドが 0回交差する状態へ移れるので, ν = 0の境界が
ある 2次元バンド絶縁体は gaplessなエッジモードが存在しない自明な絶縁体となる. 一方で ν = 1の場
合は必ずフェルミエネルギーとバンドが交差するので, このバンド絶縁体は gaplessなエッジモードが安
定して存在する非自明な絶縁体である. 以上より ν は 2次元の時間反転対称性なバンド絶縁体を分類す
るトポロジカル不変量であることが示された.
実際に ν を計算しようとすると,

√
detwの分枝を連続的につながるように選ぶ必要があるので, 波

動関数を先に 2次元 Brillouin zoneで連続的になるように選ぶ必要がある. Chern数は 2次元 Brillouin
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zone全体の積分値として定義されたが, 今回時間反転対称性を加えたことにより波数空間中の 4つの点
の情報のみでトポロジカル数が決まりそうに見えるが, 実際は分枝の取り方などでまだ空間全体の情報
を必要としている. しかしながら時間反転対称性のおかげでトポロジカル数を計算するための情報量は
下がったと言って良い.

Figure 3.4.2: (a) は次元系を x方向に周期境界条件, y方向に境界条件を課したもの. 系は円筒の表面と
同一になる. (b) は 2次元Brillouin zone中の 4つの時間反転対称運動量 Γiを kx軸に射影して 2つの時
間反転対称運動量 Λiが存在する様子.

Kramers 
Pair

Kramers 
Pair Kramers 

Pair
Kramers 
Pair

Figure 3.4.3: 図 3.4.2の (a)の場合のエネルギーバンドの様子. (a)は時間反転対称運動量でKramersペ
アが交換するが, (b)は交換しない.

3.4.3 3次元の Z2トポロジカル数

次に 3次元の場合について考える. 3次元では 8個の時間反転対称運動量が存在する.

Γn1n2n3 =
1

2
(n1b1 + n2b2 + n3b3) (3.4.32)
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Γn1n2n3 は 8個の時間反転対称運動量を表し, nj = 0, 1, bj は基本逆格子ベクトルである. 3次元では以
下の 4つの Z2インデックスが定義される [16, 66, 67].

(−1)ν0 =
∏

n1,n2,n3=0,1

δ(Γn1n2n3) (3.4.33)

(−1)ν1 =
∏

n2,n3=0,1

δ(Γ1n2n3) (3.4.34)

(−1)ν2 =
∏

n1,n3=0,1

δ(Γn11n3) (3.4.35)

(−1)ν3 =
∏

n1,n2=0,1

δ(Γn1n21) (3.4.36)

ここで δ(Γi) =
√
det [w(Γi)]/Pf[w(Γi)]を使った. ν0 = 1の場合, 強いトポロジカル絶縁体と呼び, ν0 = 0

かつ νi = 1の場合, 弱いトポロジカル絶縁体と呼ぶ.
2次元でのトポロジカルバンド理論との対応から 4つの Z2不変量と表面状態の関係を考察してみる.

まず 3次元 Brillouin zone中の表面 2次元 Brillouin zoneについて図 3.4.3との対応から表面バンドの
Kramersペアの交換が起きている, もしくは起きていないという 2つの状態の可能性がある. 図 3.4.4は
表面 2次元 Brillouin zoneについて Kramersペアの交換が起こっている様子を表している. 図 3.4.4の
白丸はその点での時間反転分極が Pθ(Λi) = 0 (mod 2)で黒丸は Pθ(Λi) = 1 (mod 2)であることを表し
ている. 白丸から白丸, 黒丸から黒丸への変化では Pθ(Λa) − Pθ(Λb) = 0 (mod 2)よりKramersペアの
交換は起こらないが, 白丸から黒丸への変化は Pθ(Λa)− Pθ(Λb) = 1 (mod 2)よりKramersペアの交換
が発生している. 結果的にDirac coneがKramersペアが交換した点で生じている.

Kramers Pair

Exchange 
= Dirac Cone

(a)

Kramers Pair

(b)

Figure 3.4.4: 3次元トポロジカル絶縁体の表面 2次元 Brillouin zoneの様子. (a)は 4つの時間反転対称
性運動量のうち 1点だけKramersペアの交換が起こっており, 結果的に 1つのDirac coneが生成してい
る. (b)は 2つDirac coneが生じている様子である. Dirac cone同士ではKramersペアの交換は起こる
必要はない.

強いトポロジカル絶縁体

最初に ν0 = 1の強いトポロジカル絶縁体について考える. 強いトポロジカル絶縁体は 8個の時間反転対称
運動量の δiのうち, δi = −1が奇数個存在するので,どの表面Brillouin zoneでも必ずPθ(Λi) = 1 (mod 2)
となる黒丸が 1つもしくは 3つ出現する. これは奇数個の Dirac coneが存在することに対応し, 奇数個
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のフェルミアーク*3 が存在することに対応する. フェルミアークの周りで電子は πの Berry位相を獲得
し, この Berry位相は Hamiltonianの連続的な変形で取り除けない. これより 3次元トポロジカル絶縁
体の表面では奇数個のDirac coneが安定して存在して, 2次元のトポロジカル金属になっている.
図 3.4.5の一番右側は ν0 = ν1 = ν2 = ν3 = 1の強いトポロジカル絶縁体の 001表面とフェルミアー

クを表してる. 黒の実線がフェルミアークである. ν0 = 1よりどのよう面を見ても必ず奇数個のフェル
ミアークが存在している.
強いトポロジカル絶縁体の場合 2次元表面に単一のDirac coneの存在が可能であるが, 純粋な 2次元

の格子系ではNielsen-Ninomiyaの定理 [68, 69]もしくはBrillouin zoneの周期性 [70]より, 単一でDirac
coneは存在できない. この表面の単一 Dirac coneは格子 gauge理論の言葉で domain wall fermionに
対応する. 2次元表面はトポロジカルに非自明な絶縁体とトポロジカルに自明な真空との境界に対応し,
それぞれの相は Dirac fermionの質量の符号が異なるので, その境界の fermionは masslessな fermion
(gaplessなDirac cone)となる.

弱いトポロジカル絶縁体

次に ν0 = 0の弱いトポロジカル絶縁体について考える. ここでmod 2逆格子ベクトルとして

Gν = ν1b1 + ν2b2 + ν3b3 (3.4.37)

を定義する. 弱いトポロジカル絶縁体の場合, Gν に垂直な表面Brillouin zoneではDirac coneは存在し
ない. なぜならば 4つの時間反転対称運動量が全て白丸もしくは黒丸だからである. これは図 3.4.5の一
番左側に対応する. 一方, Gν に垂直でない表面 Brillouin zoneでは 2個のDirac coneが存在する. これ
は図 3.4.5の真ん中の 2つに対応する. しかしこの 2個の Dirac coneは時間反転対称性を満たす摂動に
対して robustではない.
弱いトポロジカル絶縁体は 2次元の時間反転対称を満たすトポロジカル絶縁体を重ねたものと解釈

できる. 今 2次元トポロジカル絶縁体を z方向に重ねた状況を考える. 2次元トポロジカル絶縁体間の相
互作用を 0とすると, 電子状態は kz に依存しない. kz = 0での 4つの δiの積は−1となり, kz = π/aで
も 4つの δiの積は−1となり, ν0 = 1となる. しかし ν3 = 1となるので, 2次元トポロジカル絶縁体を z
方向に重ねた絶縁体は弱いトポロジカル絶縁体になる. 今, mod 2逆格子ベクトルはGν = b3で与えら
れるのでGν に垂直な平面である kz = 0, π/aの平面上では Dirac coneは存在しない. これは z軸に平
行な面は 2次元トポロジカル絶縁体のバルクなので gappedであるという事実に対応する.
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Figure 3.4.5: 3次元トポロジカル絶縁体の 4つの Z2不変量と表面状態の関係. [16]より引用.

*3フェルミエネルギーがバルクのギャップ中にある場合, 表面状態のエネルギー分散とフェルミエネルギーが交差する点の
集合は曲線となるが, この曲線をフェルミアークと呼ぶ.

35



Go Back to the Contents 3.4. トポロジカルバンド理論

3.4.4 空間反転対称性がある場合の Z2不変量
空間反転対称性がある場合, Z2不変量の計算が驚くほど簡単になる. 具体的には

δi =

√
det [w(Γi)]

Pf[w(Γi)]
(3.4.38)

という量が空間反転対称性がある場合,

δi =
N∏
α=1

ξ2α(Γi) (3.4.39)

となる. ここで ξ2α(Γi) は時間反転対称運動量 Γi での 2m 番目のバンドのパリティである. Γi では
Kramers縮退のために 2α− 1番目と 2α番目のバンドは縮退しているので, 2α番目のバンドのみを計算
すればよい. 以下ではこの事実を証明していく.

1 粒子 Hamiltonian H(k) に作用する空間反転演算子を P とすると, 空間反転対称性があるとは
P−1H(k)P = H(−k)を満たすことである. ここで付録の計算 (D.5.4), (D.6.4)より, 時間反転対称性
と空間反転対称性があるとき, 非可換 Berry曲率は拘束条件

fij(−k) = w(k)
[
−f∗ij(k)

]
w†(k) (3.4.40)

fij(−k) = π(k)fij(k)π
†(k) (3.4.41)

を満たす. ここで π行列 π(k)はユニタリ行列で空間反転演算子のセル周期関数による行列表示 παβ(k) =
〈uα,−k|P|uβ,k〉である. 両辺トレースを取れば,

Tr [fij(−k)] = −Tr [fij(k)], Tr [fij(−k)] = Tr [fij(k)] (3.4.42)

が成り立つので, 時間反転対称性と空間反転対称性の両方がある場合, 非可換Berry曲率のトレースは常
に 0 Tr [fij(k)] = 0である. このとき, 非可換 Berry接続のトレースが常に 0である Tr [ai(k)] = 0よう
な gauge (transverse gauge)を取ることが可能である. この gaugeの下で δi =

∏N
α=1 ξ2α(Γi)と表せるこ

とを示す.
まず 2N × 2N 行列である

vαβ(k) = 〈uα,k|PT|uβ,k〉 (3.4.43)

を定義する. v行列は反対称行列かつユニタリ行列である. 証明以下である.

vαβ(k) = 〈uα,k|PT|uβ,k〉 = −〈Puβ,k|T|uα,k〉
= −〈uβ,k|PT|uα,k〉 = −vβα(k) (3.4.44)

途中で Tの性質 〈ψk|T|φk〉 = −〈φk|T|ψk〉と Pのユニタリ性 P† = Pを使った. また,∑
β

vαβ(k)v
∗
γβ(k) =

∑
β

〈uα,k|PT|uβ,k〉 〈uγ,k|PT|uβ,k〉∗

= −
∑
β

〈uα,k|PT|uβ,k〉 〈uβ,k|PT|uγ,k〉

= −〈uα,k|PTPT|uγ,k〉
= 〈uα,k|uγ,k〉 = δαγ (3.4.45)

である. 途中で T2 = −1を使った. したがって v行列は反対称行列かつユニタリ行列であると示された.
つまり v行列に対してパフィアンが定義でき, その大きさは 1であると言える. さらに v行列は

Tr [a(k)] =
i

2
Tr
[
v†(k)∇kv(k)

]
(3.4.46)
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を満たす. 証明は右辺を単純に計算すればよい.
i

2
Tr
[
v†(k)∇kv(k)

]
=
i

2
〈uβ,k|PT|uα,k〉∗∇k 〈uβ,k|PT|uα,k〉

=
i

2
〈PTuα,k|uβ,k〉 (〈∇kuβ,k|PT|uα,k〉+ 〈uβ,k|PT|∇kuα,k〉)

=
i

2
(〈∇kuβ,k|PT|uα,k〉 〈PTuα,k|uβ,k〉+ 〈PTuα,k|uβ,k〉 〈uβ,k|PT|∇kuα,k〉)

=
i

2
(〈∇kuβ,k|uβ,k〉+ 〈PTuα,k|PT|∇kuα,k〉)

= −i 〈uα,k|∇k|u〉α,k = Tr [a(k)]. (3.4.47)

ここで 〈∇kuα,k|uβ,k〉 = −〈uα,k|∇kuβ,k〉と時間反転対称性演算子の性質 〈Tψk|Tφk〉 = 〈φk|ψk〉を使っ
た. 公式 (3.4.46)はさらに変形できる.

Tr [a(k)] =
i

2
Tr
[
v†(k)∇kv(k)

]
=
i

2
Tr [∇k log v(k)]

=
i

2
∇k log det [v(k)] = i∇k logPf[v(k)]. (3.4.48)

セル周期関数 |uα,k〉の位相が全ての kに対して Pf[v(k)] = 1を満たすように適当に gauge変換すれば
Tr [a(k)] = 0とできる.
次にw行列を計算する. 時間反転対称性運動量 Γiにおいて, P−1H(Γi)P = H(Γi)より, Hamiltonian

と Pの同時固有状態が取れるから, P |uα,Γi〉 = ξα(Γi) |uα,Γi〉を満たすことを用いると,

wαβ(Γi) = 〈uα,−Γi |T|uβ,Γi
〉 = 〈uα,Γi |PPT|uβ,Γi

〉
= ξα(Γi) 〈uα,Γi |PT|uβ,Γi

〉 = ξα(Γi)vαβ(Γi) (3.4.49)

が成立する. したがって両辺パフィアンを取ると, Pf[v(k)] = 1より,

Pf[w(Γi)] =
N∏
α=1

ξ2α(Γi)Pf[v(Γi)] =
N∏
α=1

ξ2α(Γi) (3.4.50)

となる. 以上より

δi =

√
det [w(Γi)]

Pf[w(Γi)]
=

√(∏N
α=1 ξ2α(Γi)Pf[v(Γi)]

)2
∏N
α=1 ξ2α(Γi)Pf[v(Γi)]

=

N∏
α=1

ξ2α(Γi) (3.4.51)

であり, 空間反転対称性がある場合 δiの計算が驚くほど簡潔になることが示された. 空間反転対称性が
ない場合, δiを数値的に計算しようとしたら 1回波動関数を計算し k = 0から他の時間反転対称性運動
量に連続的につながる分枝を選んでから w行列を構成しその detと Pfを計算する必要があった. 空間
反転対称性が入ることで, Brillouin zone中の代表的な点にトポロジカルな情報が集約してトポロジカル
不変量の計算が簡潔になったと解釈できる. これに伴い, Z2不変量も簡潔に書けるようになる. 例えば 3
次元の ν0不変量は

(−1)ν0 =
∏

n1,n2,n3=0,1

δ(Λi=(n1n2n3)) =
∏

n1,n2,n3=0,1

√
det [w(Γn1n2n3)]

Pf[w(Γn1n2n3)]

=
∏

n1,n2,n3=0,1

N∏
α=1

ξ2α(Γn1n2n3) (3.4.52)

となる. つまり ν0は 8個の時間反転対称性運動量におけるバンドのパリティの積で計算できる. このト
ポロジカル不変量の簡素化はトポロジカル絶縁体を示す物質の探索に大きく貢献する. 実際,空間反転対
称性がある場合トポロジカル不変量が簡潔に書けると示した FuとKaneによる論文 [17]の後半で, 3次
元トポロジカル絶縁体を示す物質の具体的な予言を行っている. この予言のおかげで Bi1−xSbxが実験
的に初めて確認された 3次元トポロジカル絶縁体になった [52].
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3.4.5 Kane-Mele模型とFu-Kane-Mele模型の Z2不変量の計算
Kane-Mele模型や Fu-Kane-Mele模型は式 (3.2.7),(3.3.10)のように

H(k) =
5∑

a=1

Ra(k)α
a (3.4.53)

と書ける*4.ここで時間反転対称性より, α行列は式 (3.2.15)を満たすから, 係数のRa(k)は

Ra(−k) =

{
−Ra(k) (a = 1, 2, 3, 5)

+Ra(k) (a = 4)
(3.4.54)

を満たす. ここで時間反転対称性運動量 k = Γiのとき, Γi = −Γiを満たすから,

Ra(Γi) =

{
0 (a = 1, 2, 3, 5)

Ra(Γi) (a = 4)
(3.4.55)

を満たす. つまり k = Γiのとき, HamiltonianはH(k) = R4(k)α
4と簡潔に書ける. ここで α4は空間反

転演算子 P と同一である. Z2不変量を求めるために k = Γiでの占有バンドのパリティを求めるが, こ
れは α4の固有値で与えられる. |+〉 , |−〉をそれぞれパリティが正, 負の状態とする. |+〉 , |−〉のエネル
ギーは

〈+|H(Γi)|+〉 = R4(Γi), 〈−|H(Γi)|−〉 = −R4(Γi) (3.4.56)

となる. したがってR4(Γi) > 0のとき, 占有バンドのパリティは負であり, R4(Γi) < 0のとき, 占有バン
ドのパリティは正である. 以上より, k = Γiでの占有バンドのパリティは

ξ(Γi) = −sgn[R4(Γi)] (3.4.57)

で与えられる.

Kane-Mele模型の Z2不変量

Kane-Mele模型ではR4(Γn1n2) = t
∑

i=1,2,3 cos Γn1n2 · δiなので, 2次元トポロジカル絶縁体を特徴付け
る Z2不変量は

(−1)ν =
∏

n1=0,1

∏
n2=0,1

sgn

t ∑
i=1,2,3

cos Γn1n2 · δi

 (3.4.58)

で与えられる. 実際, Γn1n2 = 1
2(n1b1 + n2b2)で Γ00, Γ10, Γ01, Γ11を代入して計算すると,

sgn[R4(Γ00)] = +1, sgn[R4(Γ10)] = +1, sgn[R4(Γ01)] = +1, sgn[R4(Γ11)] = −1 (3.4.59)

なので, M = 0のKane-Mele模型は t, λの値に関わらず ν = 1の 2次元トポロジカル絶縁体である.

Fu-Kane-Mele模型の Z2不変量

Fu-Kane-Mele模型ではR4(Γn1n2n3) =
∑4

i=1 ti cos Γn1n2n3 · δiなので, 3次元の強いトポロジカル絶縁体
を特徴付ける Z2不変量は

(−1)ν0 =
∏

n1=0,1

∏
n2=0,1

∏
n3=0,1

sgn

[
4∑
i=1

ti cos Γn1n2n3 · δi

]
(3.4.60)

*4ここでは Kane-Mele模型で R45(k) = M = 0の空間反転対称性を満たす場合を考える.
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で与えられる. 実際, Γn1n2n3 = 1
2(n1b1 + n2b2 + n3b3)で Γ000, Γ100, Γ010, Γ110, Γ001, Γ101, Γ011, Γ111

を代入して計算すると, t1 = t+ δt1, t2 = t3 = t4 = tで 0 < δt1 < 2tのとき,

sgn[R4(Γ000)] = +1, sgn[R4(Γ100)] = +1, sgn[R4(Γ010)] = +1, sgn[R4(Γ110)] = +1

sgn[R4(Γ001)] = +1, sgn[R4(Γ101)] = +1, sgn[R4(Γ011)] = +1, sgn[R4(Γ111)] = −1 (3.4.61)

なので, Fu-Kane-Mele模型は ν0 = 1の 3次元の強いトポロジカル絶縁体である.
ここで改めて境界がある Fu-Kane-Mele模型のバンド図 3.3.3を見てみる. ν0 = 0の弱いトポロジカ

ル絶縁体の場合, 図の上 2枚が対応するが, Dirac点が 0個か 2個であり偶数個である. また図 3.3.3は
(111)方向に境界があるとしているが, 0; (111)の左上の場合, mod 2逆格子ベクトルGν に垂直な方向に
境界があるからDirac coneは 0である. 一方, ν0 = 1の強いトポロジカル絶縁体の図 3.3.3の下 2枚は,
Dirac点が 1つまた 3つであり奇数個である. このDirac点の個数は時間反転対称性を守る摂動により変
化するが, 奇数個であることは変わらない. つまり強いトポロジカル絶縁体場合, 常に表面は gaplessな
状態である.
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3次元トポロジカル絶縁体の有効場理論

トポロジカル絶縁体の理論が確立した後, それを記述する有効場の理論がQi, Hughes, Zhangによって
明らかになった [18]. この論文によるとトポロジカル絶縁体の有効作用は電場Eと磁場Bが結合する形
で現れる. これはトポロジカル絶縁体中で磁場により電気分極が誘起され, 電場により磁化が誘起される
というトポロジカル電気磁気効果を予言する. 本章ではまず次元縮小という手法を使い 3次元トポロジ
カル絶縁体の有効作用を導出し, そしてその特徴的な電磁応答であるトポロジカル電気磁気効果につい
て議論する.

4.1 量子ホール効果とChern-Simons gauge理論
4.1.1 2次元量子ホール効果
2次元量子ホール効果を記述する場の理論を考える [18, 50, 71, 72] . 2次元量子ホール効果では

ji = σHε
ijEj (4.1.1)

のような電流が流れる. さらに電荷保存則 ∂tρ+∇ · j = 0より,

∂ρ

∂t
= −∂iji = −σH∇×E = σH

∂Bz
∂t

(4.1.2)

が成立する. 途中でFaraday則∇×E+∂tB = 0を用いた. j0 = ρとすれば, 電荷と電流の式をまとめて

jµ = −σHεµνρ∂νAρ = −
Ch1
2π

εµνρ∂νAρ (4.1.3)

と表せる. ここで自然単位系を使い, σH = (e2/h)Ch1 = (e2/2π~)Ch1 = (1/2π)Ch1を使った. ∂µ, Aµ
などの定義は付録Aを参照されたい. ここで Ch1は第 1 Chern数であり,

Ch1 =
1

4π

∫
d2k εij Tr [fij ] (4.1.4)

で与えられる. カレント (4.1.3)を再現する有効作用を S
(2+1)
CS とすると,

jµ =
δS

(2+1)
CS
δAµ

(4.1.5)

という関係式より,

S
(2+1)
CS = −Ch1

4π

∫
d2xdt εµνρAµ∂νAρ (4.1.6)
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である. 実際Aµについて変分を取ってカレントを計算すると,

δS
(2+1)
CS = S

(2+1)
CS [Aµ + δAµ]− S(2+1)

CS [Aµ]

= −Ch1
4π

∫
d2xdt εµνρ(δAµ∂νAρ +Aµ∂νδAρ)

= −Ch1
2π

∫
d2xdt εµνρδAµ∂νAρ

−→ jµ =
δS

(2+1)
CS
δAµ

= −Ch1
2π

εµνρ∂νAρ (4.1.7)

となるので, 有効作用 S
(2+1)
CS は正しいことが確認できた. 時間反転 A0 → A0,A → −Aにおいて作用

S
(2+1)
CS は不変でない. これは 2次元量子ホール効果は時間反転対称性を持たないことに対応する.

2次元量子ホール効果を記述する有効作用 S
(2+1)
CS は (2+1)次元のChern-Simons gauge 理論と呼

ばれる. Chern-Simons gauge 理論は時空の次元が奇数のときに定義できる場の理論でトポロジカルな効
果を含んでいる. (2+1)-dのChern-Simons作用はMaxwell方程式よりも微分を含んでいないので, 低エ
ネルギーではくりこみ群の観点からMaxwell作用より Chern-Simons作用の方が relevantである. した
がって低エネルギーでの量子ホール効果のトポロジカルな電磁応答は厳密にChern-Simons作用 (4.1.6)
に全て含まれる [50].

4.1.2 4次元量子ホール効果
Chern-Simons gauge理論は時空次元が奇数のときに定義できる. この事実は Zhangと Huが 2次元
の量子ホール効果を 4次元に拡張させることに繋がった [6, 7]. 2次元の量子ホール効果の有効理論が
(2+1)-d Chern-Simons gauge理論であることの対応から, 4次元量子ホール効果の有効理論は (4+1)-d
Chern-Simons gauge理論である. 有効作用は

S4+1
CS =

Ch2
24π2

∫
d4xdt εµνρστAµ∂νAρ∂σAτ (4.1.8)

である. ここで Ch2は第 2 Chern数であり, 非可換 Berry接続 aiと非可換 Berry曲率 fij を用いて

Ch2 =
1

32π2

∫
d4k εijkl Tr [fijfkl] (4.1.9)

fαβij = ∂kia
αβ
j − ∂kja

αβ
i + i[ai, aj ]

αβ (4.1.10)

aαβi = −i
〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣uβ,k〉 (4.1.11)

と表される. S2+1
CS は時間反転対称を持たなかったが, S4+1

CS は時間反転対称を持つ. これは 4次元量子
ホール効果は時間反転対称性を持つことに対応する. 実は 4次元量子ホール効果は初めて発見された時
間反転対称性を満たすトポロジカルに非自明な現象である. 実際, それまでに見つかっていたトポロジカ
ルに非自明な現象である量子ホール効果や Chern絶縁体は時間反転対称性を持たなかったし, むしろ時
間反転対称性の破れが本質であった [5]. また他のトポロジカルに非自明な現象としてトポロジカル秩序
が発見されていたが, トポロジカル秩序は対称性を必要としない [1]. 現代的に見れば, 4次元量子ホール
効果や 2次元, 3次元の時間反転対称性なトポロジカル絶縁体は時間反転対称性を満たす範囲でトポロジ
カルに非自明な現象が発生する. このようにある対称性を満たす範囲内でトポロジカルに非自明な現象
が起こる相を対称性に守られたトポロジカル相 (Symmerty Protected Topological Phases, SPT
相)と呼ぶ.
作用 S4+1

CS をAµについて変分を取るとカレントについての式

jµ =
Ch2
8π2

εµνρστ∂νAρ∂σAτ (4.1.12)
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が得られる. これは外場 Aµに対しての非線形応答の式である. 具体例として Ax = 0, Ay = Bzx,Aw =
At = 0とする. 式 (4.1.12)に代入すると, w方向のカレント

jw =
Ch2
4π2

BzEz (4.1.13)

が得られる. ここで x, y方向に周期境界条件を課して,x, y平面で積分すると, w方向の x, y平面を貫く
カレントの総量が得られ,

Iw =

∫
dxdy jw =

Ch2
4π2

(∫
dxdy Bz

)
Ez =

Ch2Nxy

2π
Ez (4.1.14)

となる.ここでNxy =
∫
dxdy Bz/2π =

∫
dxdy Bz/(h/e)で x, y平面を貫く磁束を磁束量子で割った量

である. つまりNxyは x, y平面を貫く磁束量子の本数である. これがまさに [6]で提案された 4次元量子
ホール効果の概要である.

4.2 3次元トポロジカル絶縁体の有効作用
時間反転対称性な 3次元トポロジカル絶縁体の有効場の理論を導出する. 4次元量子ホール効果の次元を
1つ下げるという方針で議論する. 4次元量子ホール効果は 3次元トポロジカル絶縁体より 1つ次元の高い
時間反転対称性を満たすトポロジカルに非自明な現象であり,その有効場の理論は (4+1)-d Chern-Simons
gauge理論で与えられることが既に分かっている. この有効場の理論の空間次元を 1つ下げれば時間反
転対称性を満たすトポロジカルに非自明な現象の有効場の理論, つまり 3次元トポロジカル絶縁体の有
効場の理論が導出されると予想できる. このように 1つ次元の高い理論を考え, 次元を 1つ落とすことで
求める理論を得る方法を次元縮小 (Dimensional reduction)と呼ぶ. この節では 4次元量子ホール効
果からの次元縮小により 3次元トポロジカル絶縁体の有効場の理論が導出でき, またトポロジカルバン
ド理論で導入したものと同一な Z2不変量が定義できることを示す.

4.2.1 3次元トポロジカル絶縁体への次元縮小
図 4.2.1のように w方向に周期境界条件を取った 4次元的な円筒を考える. この円筒の中に磁束Φ(t,x)
を挿入する. ベクトルポテンシャルはAµ = (A0, A1, A2, A3,Φ(t,x)/Lw)として, w方向に依存しないよ
うにする. 最終的に w方向の長さ Lw を 0にすることにより空間次元を 1つ落とす. したがって 4次元
量子ホール効果の有効作用は

S4+1
CS =

Ch2
24π2

∫
d4xdt

(
ε4νρστA4∂νAρ∂σAτ + εµν4στAµ∂νA4∂σAτ + εµνρσ4Aµ∂νAρ∂σA4

)
=
Ch2
8π2

∫
d4xdt

Φ(t,x)

Lw
εµνρσ∂µAν∂ρAσ

=
1

8π2

∫
d3xdt θ(t,x)εµνρσ∂µAν∂ρAσ (4.2.1)

のように次元縮小される. ここで theta場 θ(t,x) = Ch2Φ(t,x)を導入した. 次に θ(t,x)を具体的に表
す. 第 2 Chern数 Ch2を付録 (D.8.3) の式を使って変形すると,

Ch2 =
1

8π2

∫
d4k ∂iε

ijkl Tr

[
aj∂kal +

2

3
iajakal

]
=

∫
dkw

∂P3

∂kw
(4.2.2)

と書ける. ここで

P3 = −
1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
(4.2.3)
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は 1次元の分極に対応する 3次元の電気磁気分極と呼ばれるものである. 実は P3 = Ch2Φ(t,x)/2πとい
う関係がある. これは両辺Φについて微分した後, Φについて積分して

∫
∂P3/∂Φ dΦ = Ch2を使えば簡

単に示せる. 以上より, θ(t,x)表式は

θ(t,x) = Ch2Φ(t,x) = 2πP3

= − 1

4π

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
(4.2.4)

となる. まとめると, 物理定数を復活させて, 4次元量子ホール効果の有効作用から次元縮小を経て得ら
れた 3次元の作用

S3D =
e2

8π2~c

∫
d3xdt θ(t,x)εµνρσ∂µAν∂ρAσ

=
e2

4π2~c

∫
d3xdt θ(t,x)E(t,x) ·B(t,x) (4.2.5)

は 3次元トポロジカル絶縁体を記述する有効作用になっている. なぜ 3次元トポロジカル絶縁体の有効
作用になっているのかというと後で示すが, 作用 S3D の中に登場する θまたは P3はトポロジカルバン
ド理論で説明した Z2指数と等価なものを与えるからである. 3次元トポロジカル絶縁体の有効作用 S3D
は電場と磁場の内積の形が入っており, このような項をAxion項と呼ぶ. Axion項の帰結として数々の
非自明な現象が予言される.

Figure 4.2.1: 磁束を挿入する様子. 図の方向に磁束を挿入することでこの磁束はw軸方向のベクトルポ
テンシャルとして作用する. 最終的に Lw → 0の極限を取ることで, 1つ次元の低い理論が得られる.

4.2.2 3次元トポロジカル絶縁体の Z2 分類
付録の公式 (D.7.3) より電気磁気分極 P3の gauge変換は

P ′
3 = −

1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
a′i∂ja

′
k +

2

3
ia′ia

′
ja

′
k

]
= P3 +

1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
(4.2.6)

のようになる. ここで第 2項の 1/(24π2)
∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
は 3次元の巻き付き

数で整数となる. つまり P3は整数の不定性を持つ. この電気磁気分極の整数の不定性は P3は単位胞内
で定義されることを示している. ここでさらに P3に時間反転対称性を課してみる. 時間反転対称性のも
とで Berry接続は w行列を用いて

ai(−k) = w(k)a∗i (k)w
†(k) + iw(k)∂iw

†(k) (4.2.7)
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のように変換するので, これを P3に代入すると, 付録公式 (D.7.4) から

2P3 =
1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
w†∂iw

)(
w†∂jw

)(
w†∂kw

)]
(4.2.8)

となる. 右辺は 3次元の巻き付数であるから整数となる. したがって時間反転対称性の下で

P3 = 0,
1

2
(mod 1) (4.2.9)

となる. この P3は 3次元トポロジカル絶縁体の Z2不変量を与える. P3 = 0のとき, θ(t,x) = 2πP3 = 0
より, 有効作用は S3D = 0となるから, 通常の絶縁体と同じである. 一方, P3 = 1/2のとき, θ(t,x) =
2πP3 = πより, 有効作用は

S3D =
e2

4π~c

∫
d3xdt E(t,x) ·B(t,x) (4.2.10)

となり, この有効作用 S3Dは 3次元トポロジカル絶縁体の電磁応答を記述する. したがって P3 = 0のと
きは系は通常のバンド絶縁体で, P3 = 1/2のときは系はトポロジカル絶縁体となり, P3は 3次元トポロ
ジカル絶縁体の Z2不変量を与える.
今回, 場の理論的な議論から 3次元トポロジカル絶縁体の Z2不変量を導出した. 一方でトポロジカ

ルバンド理論から 3次元トポロジカル絶縁体には ν0という Z2不変量が存在するということも議論した.
この 2つの Z2不変量

(−1)ν0 =
∏

n1,n2,n3=0,1

δ(Λi=(n1n2n3)) (4.2.11)

P3 = −
1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
(4.2.12)

は (−1)ν0 = (−1)2P3 という関係が成り立つことから, 同一なものであるということが [73]で示されてい
る. ν0という Z2不変量は系がトポロジカル絶縁体か通常の絶縁体か簡単に判別でき, P3という Z2不変
量は実際に系の応答量と密接に結びついているという特徴があり, それぞれの Z2不変量にはそれぞれの
利点がある*1.

4.3 3次元トポロジカル絶縁体のトポロジカルな電磁応答
Section. 4.2において 3次元トポロジカル絶縁体の有効場の理論を導出した. 本節では 3次元トポロジカ
ル絶縁体の応答現象を議論していく. まず作用 (4.2.5)について θ = π (mod 2π)より, 2πの不定性を入
れて書き下すと,

S3D =
2n+ 1

8π

∫
d3xdt εµνρσ∂µAν∂ρAσ (4.3.1)

となる. ここで系が周期境界条件など閉多様体であるとき, 作用 S3D は時間反転対称性を満たすことが
示される. 実際, 積分

∫
d3xdt εµνρσ∂µAν∂ρAσ = 1/4

∫
d3xdt εµνρσFµνFρσ と第 2Chern数の定義式とを

比較することで,

S3D =
2n+ 1

32π

∫
d3xdt εµνρσFµνFρσ =

2n+ 1

32π
32π2Ch2 = (2n+ 1)πCh2 (4.3.2)

であることが示せる. 量子論は分配関数によって記述されるので,

Z = eiS3D = ei(2n+1)πCh2 = (−1)Ch2 (4.3.3)
*1P3 は弱いトポロジカル絶縁体を区別しないことに注意する.
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となり, nに依存しない. 時間反転の下で作用は

S3D =
2n+ 1

4π

∫
d3xdt E ·B

−→ −2n+ 1

4π

∫
d3xdt E ·B (4.3.4)

となるが, nに依存しないので n→ −(n+ 1)と変更すれば, 時間反転の下で

S3D −→ −
2n+ 1

4π

∫
d3xdt E ·B =

2n+ 1

4π

∫
d3xdt E ·B = S3D (4.3.5)

となるので, 系が閉多様体であるとき作用 (4.2.5)は時間反転対称性を満たす. これは 3次元トポロジカ
ル絶縁体が時間反転対称性を持つことと整合している.
一方, 系が開放端条件を持つときは状況が異なる. このとき S3Dは量子化しないので時間反転対称性

が破れる. この場合 θの 2πnという不定性は作用に顔を出し, 物理的な量となる.

4.3.1 表面半整数量子ホール効果
境界がある場合の作用 S3D を理解するために図 4.3.1の (a)のように z < 0にトポロジカル絶縁体があ
り, z > 0に自明な真空がある場合を考える. z < 0では θ = (2n + 1)π で z > 0では θ = 0なので,
∂zθ(z) = (2n+ 1)πδ(z)となる. 作用は

S3D =
1

8π2

∫
d3xdt θ(z)εµνρσ∂µAν∂ρAσ =

1

8π2

∫
d3xdt εµνρσAµ∂νθ(z)∂ρAσ

=
1

8π2

∫
d3xdt εµ3ρσAµ∂3θ(z)∂ρAσ =

1

8π2

∫
d3xdt (2n+ 1)πδ(z)εµρσAµ∂ρAσ

=
2n+ 1

8π

∫
dxdydt εµνρAµ∂νAρ (4.3.6)

となる. このときのカレントは

jµ =
δS3D
δAµ

=
1

2π

(
n+

1

2

)
εµνρ∂νAρ =

(
n+

1

2

)
e2

h
εµνρ∂νAρ (4.3.7)

となる. 途中で e, ~を復活させた. 式 (4.3.7)はHall伝導度が半整数に量子化された半整数量子ホール効
果を表している. さらに z = 0のトポロジカル絶縁体の表面上で発生している現象なので表面半整数量
子ホール効果 (Surface half-integer quantum hall effect)と呼ばれる.
一方で 3次元トポロジカル絶縁体の表面には奇数個のDirac coneが存在する. 3次元トポロジカル絶

縁体の表面の有効Hamiltonianは

Ĥsurface(kx, ky) = ~vF(kyσx − kxσy) (4.3.8)

である [53]. ここで 3次元トポロジカル絶縁体の表面に磁性不純物を加えて表面のみ時間反転対称性を
破る状況を考える. 磁気不純物と電子スピンが相互作用するので表面の有効Hamiltonianは

Ĥsurface(kx, ky) = ~vF(kyσx − kxσy) +m · σ (4.3.9)

のようになる. mは磁化ベクトルである. このときのエネルギー固有値は

Esurface(kx, ky) =
√
(~vFkx +mx)2 + (~vFky −my)2 +m2

z (4.3.10)

となり, z方向の磁化の影響で表面 Dirac coneが gappedになった. 図 4.3.1の (b)はトポロジカル絶縁
体の表面に垂直な磁化を持つ磁性不純物を加えて表面Dirac coneが gappedになった様子を表している.
Haldane模型のHall伝導度の計算から, Hamiltonianがパウリ行列との内積で与えられる時,

σH =
e2

2h
sgn(mz) (4.3.11)
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で与えられる. 今 2n+ 1個の表面Dirac coneが存在するとする. そこに磁性不純物を印加して z方向に
mi (i = 1, 2, · · · 2n + 1)の磁化が発生したとする. これは各表面 Dirac coneにmiという gapが生成さ
れたことに対応する. この場合, Hall伝導度が計算可能で,

σH =

2n+1∑
i=1

e2

2h
sgn(mi) (4.3.12)

となる. 磁化の向きが同じだとすると, miの符号が全て同じになるので, 正だとすると最終的にHall伝
導度は

σH =

(
n+

1

2

)
e2

h
(4.3.13)

となる. このHall伝導度はまさにトポロジカル絶縁体の表面の有効作用から計算した結果と整合してい
る. 以上より作用 (4.2.5)はバルクでは時間反転対称性を守る状態を記述し, 境界では時間反転対称性を
破っている. バルクのトポロジーが 1/2の Hall伝導度を保障し, 表面の時間反転対称性が破れた項が整
数 nを決めている.

Topological 
Insulators

Trivial 
Vacuum

Magnetization

Gap!

Figure 4.3.1: (a) z < 0にトポロジカル絶縁体が存在し, z > 0が自明な真空である状態の模式図. 境界
z = 0において θの微分が 0でなくなり, 半整数量子ホール効果が発生する. (b)は表面に磁気不純物が
あるトポロジカル絶縁体が円柱形の場合に, その円周方向に半整数ホール電流が流れる様子.

4.3.2 トポロジカル電気磁気効果

3次元トポロジカル絶縁体の電磁応答は作用 (4.2.5)で書けることを議論した. しかし通常の物質中の電
磁場はMaxwell場の作用で記述される. Maxwell場の作用は付録 A.4 から

SMaxwell =

∫
d4x

[
− 1

16π
FµνFµν +

1

2
FµνPµν −

1

c
jµAµ

]
(4.3.14)

である. これと作用 (4.2.5)を合わせることで, 3次元トポロジカル絶縁体の電磁場を記述するトータル
の作用は

Stot = SMaxwell + S3D

=

∫
d4x

[
− 1

16π
FµνFµν +

1

2
FµνPµν −

1

c
jµAµ

]
+

e2

8π2~c

∫
d3xdt θ(t,x)εµνρσ∂µAν∂ρAσ (4.3.15)
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となる. Stot を Aµ について変分を取れば, 3次元トポロジカル絶縁体の電磁場を記述する拡張された
Maxwell方程式が導出できる. SMaxwellに関しての計算は付録で行ったので, S3Dについて変分を取ると,

δS3D ≡ S3D[Aµ + δAµ]− S3D[Aµ]

=
e2

8π2~c

∫
d4x θ(t,x)εµνρλ [∂µ(Aν + δAν)∂ρ(Aλ + δAλ)− ∂µAν∂ρAλ]

=
e2

4π2~c

∫
d4x δAµε

µνρλ∂νθ(t,x)∂ρAλ

−→ δS3D
δAµ

=
α

4π2
εµνρσ∂νθ(t,x)∂ρAσ (4.3.16)

のように S3D からの寄与が求まる. ここで α = e2/(~c)で微細構造定数である. 以上より Stotから導出
された電磁場の運動方程式は

∂νF
νµ + 4π∂νPµν +

α

π
εµνρσ∂νθ(t,x)∂ρAσ =

4π

c
jν (4.3.17)

となる. 成分ごとに書き下すと,

∇ · (E + 4πP ) = 4πρ− α

π
∇θ ·B (4.3.18)

∇× (B − 4πM)− 1

c

∂

∂t
(E + 4πP ) =

4π

c
j +

α

π

[
∇θ ×E +

1

c

∂θ

∂t
B

]
(4.3.19)

のようになる. 式 (4.3.18),(4.3.19)とAµの定義式から自動的に満たされる∇·B = 0,∇×E+(1/c)∂tB = 0
を合わせた4つの式が3次元トポロジカル絶縁体の電磁場を記述する拡張されたMaxwell方程式で, Axion
電磁気学と呼ばれる [19].
ここで, 式 (4.3.18)と (4.3.19)の右辺第 2項について, θ項の影響で外部電荷, 外部電流以外の電荷,

電流の項が発生している. この電荷と電流が電気分極と磁化由来とすると, 関係式

ρ = −∇ · P (4.3.20)

j = c∇×M +
P

t
(4.3.21)

から S3Dに由来するトポロジカルな電気分極と磁化である

Pt =
α

4π
B (4.3.22)

Mt =
α

4π
E (4.3.23)

が得られた*2. 通常電気分極は電場に比例して, 磁化は磁場に比例するが, トポロジカルな項由来の式
(4.3.22), (4.3.23)は電気分極は磁場に比例して, 磁化は電場に比例しかつその比例定数が普遍的な定数
である微細構造定数 αで与えられている. このような 3次元のトポロジカル絶縁体中の磁場が電気分極
を結誘起し, 電場が磁化を誘起する現象をトポロジカル電気磁気効果 (Topological Magnetoelectric
Effect, TME)と呼ぶ. 今回は有効作用 S3D の帰結としてトポロジカル電気磁気効果を議論したが, 表
面の半整数量子ホール効果からもトポロジカル電気磁気効果が導出できる.
今, 円筒状の 3次元のトポロジカル絶縁体を考える. 表面に磁性不純物を加えて表面だけ時間反転対

称性を破り, Dirac coneに gap m を開ける. 表面のDirac coneは 1つと仮定して議論を進める. この状
況で電場を円筒に平行な方向に印加したとする. 表面の円筒の円周方向のHall電流 jH は

jH = −sgn(m)
e2

2h
n×E (4.3.24)

*2ここでは θ の 2πnの不定性の nを 0とした.
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のように誘起される. ここで n は側面の法線ベクトルである. ソレノイド中の磁場は lを単位長さ当た
りの巻き数とすると,

|B| = 4π

c
l|j|, (4.3.25)

で与えられることを思い出すと, Hall電流により誘起された磁化Mtは,

Mt = sgn(m)
α

4π
E (4.3.26)

で与えられる. ここで磁場と磁化の関係 B = 4πM を用いた. 同様にして, 円筒に平行な方向に磁場を
徐々に印加した場合を考える. このとき Faraday則から ∇×Eind + ∂B/∂t = 0 より誘導電場Eindが
円筒の円周方向に発生する. そしてその誘導電場により生成された円筒に平行な方向に Hall電流 jHが
電気分極 Ptに寄与する.

∂Pt
∂t

=
1

c
jH = −sgn(m)

e2

2hc
n×Eind −→ Pt = sgn(m)

α

4π
B. (4.3.27)

以上より, 表面半整数量子ホール効果からトポロジカル電気磁気効果

Pt = sgn(m)
α

4π
B (4.3.28)

Mt = sgn(m)
α

4π
E (4.3.29)

が導けた.

Figure 4.3.2: トポロジカル電気磁気効果の模式図. (a) は電場を印加すればバルクで磁化が発生し, (b)
は磁場を印加したらバルクで電気分極が発生する様子を描いている.

4.3.3 磁気モノポール鏡像
3次元トポロジカル絶縁体の表面に電荷を近づけるとトポロジカル絶縁体の内部に磁気モノポールが出
現する. この現象を磁気モノポール鏡像と呼ぶ [74, 75]. 本節では磁気モノポール鏡像について議論する.
図 4.3.3の (a)のように z > 0に誘電率, 透磁率が ε1, µ1の自明な絶縁体 (θ = 0), z < 0に ε2, µ2のト

ポロジカル絶縁体 (θ = π)がある状況を考える. 今, 点 (0, 0, d)に電荷 qの粒子を置いたとする. このと
き, z < 0に誘起される電場は qに加えて点 (0, 0, d)に電荷 q1の粒子があると考えたときに等しい. また
トポロジカル電気磁気効果により磁場も誘起されその磁場は点 (0, 0, d)に磁荷 g1の磁気モノポールに由
来するとする. また z > 0での電場は qに加えて鏡像の位置 (0, 0,−d)に q2の粒子があるとしたときに
誘起されるものとし, 磁場は (0, 0,−d)に g2の磁気モノポールに誘起されるとする.
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この物質中のMaxwell方程式は

∇ ·D = 4πρ (4.3.30)

∇×H − 1

c

∂D

∂t
=

4π

c
j (4.3.31)

∇ ·B = 0 (4.3.32)

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (4.3.33)

D = E + 4πP +
α

π
θB = εE +

α

π
θB (4.3.34)

H = B − 4πM − α

π
θE =

B

µ
− α

π
θE (4.3.35)

である. E,B,D,Hの境界条件を使って q1, q2, g1, g2の具体形を決めていく. まず電場について, 電場を
求めるために初めに静電ポテンシャル φを求める. z > 0, z < 0のそれぞれについて, 今はGauss単位系
に注意して, 静電ポテンシャルは

φz>0 =
q√

x2 + y2 + (z − d)2
+

q2√
x2 + y2 + (z + d)2

(4.3.36)

φz<0 =
q + q1√

x2 + y2 + (z − d)2
(4.3.37)

となる. ここでEx = −∂xφ,Ey = −∂yφであるから, 電場の境界面 z = 0に平行な x成分は

Ez>0
x =

xq

(x2 + y2 + (z − d)2)3/2
+

xq2

(x2 + y2 + (z + d)2)3/2
(4.3.38)

Ez<0
x =

x(q + q1)

(x2 + y2 + (z − d)2)3/2
(4.3.39)

である. 電場は境界面に対して平行な成分が連続となるので, Ez>0
x (z = 0) = Ez<0

x (z = 0)より,

x(q + q2)

(x2 + y2 + d2)3/2
=

x(q + q1)

(x2 + y2 + d2)3/2
(4.3.40)

であるから, q1 = q2である. 以下では q1 = q2 = q′を使う.
次に磁場について, 時間に依存しなく外部電流が無いとき, ∇ × B = 0 より, 磁場ポテンシャル

B = −∇Ωが定義できる. この磁場ポテンシャル Ωは基本的な量ではなく今回は磁場を簡潔に計算する
ための道具である. z < 0, z > 0について, 磁場ポテンシャルは

Ωz>0 =
g2√

x2 + y2 + (z + d)2
(4.3.41)

Ωz<0 =
g1√

x2 + y2 + (z − d)2
(4.3.42)

である. 磁場の z成分はBz = −∂zΩより,

Bz>0
z =

g2(z + d)

(x2 + y2 + (z + d)2)3/2
(4.3.43)

Bz<0
z =

g1(z − d)
(x2 + y2 + (z − d)2)3/2

(4.3.44)

となる. 磁場は境界に垂直な成分に対して連続なので Bz>0
z (z = 0) = Bz<0

z (z = 0)より, 磁荷の条件と
して

g2d

(x2 + y2 + d2)3/2
=

−g1d
(x2 + y2 + d2)3/2

(4.3.45)
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が成立する. したがって g1 = −g2である. 以下では g1 = −g2 = gを使う.
次に電束密度Dについて, トポロジカル電気磁気効果より, D = εE + α

π θBを用いると, z成分は

Dz>0
z = ε1E

z>0
z = ε1

[
q(z − d)

(x2 + y2 + (z − d)2)3/2
+

q′(z + d)

(x2 + y2 + (z + d)2)3/2

]
(4.3.46)

Dz<0
z = ε2E

z<0
z +

α

π
θBz<0

z = ε2
(q + q′)(z − d)

(x2 + y2 + (z + d)2)3/2
+
α

π
θ

g(z − d)
(x2 + y2 + (z + d)2)3/2

(4.3.47)

となる. 電束密度は外部電荷が無いときは境界面に対して垂直な成分が連続なので, Dz>0
z (z = 0) =

Dz<0
z (z = 0)より,

ε1
−q + q′

(x2 + y2 + d2)3/2
d = −

ε2(q + q′) + α
π θg

(x2 + y2 + d2)3/2
d (4.3.48)

であるから, q′, gの条件として,

g =
q(ε1 − ε2)− q′(ε1 + ε2)

α
(4.3.49)

が得られた. 同様にして磁場の大きさH について議論する. トポロジカル電気磁気効果より, H =
B
µ −

α
π θEを用いて, z > 0, z < 0でH の表式を導出して, 外部電流が無い場合のH の境界条件である

境界面に平行な成分が連続であるという要請を使うと, q′, gの条件として,

g =
q + q′

1
µ1

+ 1
µ2

α (4.3.50)

が得られた. 連立方程式 (4.3.49), (4.3.50)を解くと, 鏡像電荷と鏡像磁荷は

q′ = q1 = q2 =
(ε1 − ε2)

(
1
µ1

+ 1
µ2

)
− α2

(ε1 + ε2)
(

1
µ1

+ 1
µ2

)
+ α2

q (4.3.51)

g = g1 = −g2 =
2ε1α

(ε1 + ε2)
(

1
µ1

+ 1
µ2

)
+ α2

q (4.3.52)

で与えられる. この q′, gはトポロジカル絶縁体の表面に電荷を近づけたら電荷 q′, 磁荷−gが鏡像の位置
(0, 0,−d)の位置に誘起されることを表している. 特別な場合として ε1 = ε2 = µ1 = µ2 = 1の場合を考
える. 鏡像電荷と磁化の関係は

q′ = − α2

4 + α2
q, g =

2α

4 + α2
q (4.3.53)

−→ q1 = −
θ

2π
g, q2 =

θ

2π
g (α = 1, θ = π) (4.3.54)

となる. これは θ真空中の dyonの電荷と磁荷の関係に等しい. Dyonとは高エネルギー物理学で提案さ
れた電荷と磁荷の両方を持つ粒子である.
これまでの磁気モノポール虚像の議論は鏡像電荷と磁荷を仮定した. 次にこの物理的な起源について

議論する. z = 0は 3次元トポロジカル絶縁体の表面なので, 今までの議論から半整数量子ホール効果が
発生する. Hall電流は

j =
1

2
σH(ez ×E) (4.3.55)
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である. ここで ez は境界の法線ベクトルである. 図 4.3.3の (b)は系を z軸正の方向から見下ろした様
子である. ちょうど Hall電流 x, y平面上で円形に流れている. 境界 z = 0の電場の x, y成分は, 今まで
の計算から

Ex(z = 0) =
x(q + q′)

(x2 + y − 2 + d2)3/2
(4.3.56)

Ey(z = 0) =
y(q + q′)

(x2 + y − 2 + d2)3/2
(4.3.57)

となる. 鏡像電荷の具体系を代入すると, Hall電流は

j =
e2

2h

4q

4 + α2

r

(r2 + d2)3/2
eφ (4.3.58)

と計算できる. ここで eφは 2次元極座標の角度方向の単位ベクトルである. 物理的にはこのHall電流 j
は磁場を誘起し, この誘起された磁場は磁気モノポール鏡像によりよって生成されたと見なることがで
きる [74].

Figure 4.3.3: 磁気モノポール虚像の様子. (a) はトポロジカル絶縁体の表面に電荷を近づけたらその鏡
像の位置に電荷と磁荷を持った粒子が創発する様子を描いている. (b) は z > 0かえ見下ろした様子. 円
形に流れる半整数ホール電流が生成する磁場は磁気モノポールが生成した磁場と見なせる.

4.3.4 Witten効果
3次元トポロジカル絶縁体の電磁応答の例として最後にWiiten効果について議論する [18, 75, 76]. S3D
項は磁気モノポールが磁荷だけではなく電荷を持つようにする. これをWitten効果と呼ぶ. Witten効
果は量子色力学のトポロジカルな項からWittenが最初に導いた [76]. 作用 (4.2.5)で θ(t,x)が空間的に
一様で時間的に変動する場合を考える. 時間的に θが変動するような系をどのように構成するかは今は
議論しない. ∂tθ(t)はゼロでないので, 作用 (4.2.5)を変形して

S3D = − 1

8π2

∫
d3xdt ∂tθ(t)ε

ijkAi∂jAk (4.3.59)

を得る. カレントは空間成分だけで,

ji = −∂tθ(t)
4π2

εijk∂jAk =
∂tθ(t)

4π2
Bi (4.3.60)
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左から∇·を作用させて、磁荷密度 ρm = ∇ ·B/(2π)を使うと,

∇ · j =
∂tθ(t)

4π2
∇ ·B −→ ∂ρ

∂t
= −∂tθ(t)

2π
ρm (4.3.61)

を得る. θ(t)が 0からΘまで断熱的に時間発展すると, 電荷密度と磁荷密度を積分した電荷と磁荷は

q = − Θ

2π
g (4.3.62)

という関係になり, 磁気モノポールは電荷を持つようになる.
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Chapter 5

物質中のAxion電磁気学

3次元トポロジカル絶縁体の有効作用から, 拡張されたMaxwell方程式を導出した. このMaxwell方程
式で記述される電磁気学はAxion電磁気学と呼ばれる [19]. Axionは 1970年代に量子色力学 (QCD)で
強いCP問題を解決するものとして導入された粒子であり [20–23], 現在はダークマターの候補となって
いる [24–26]. しかし未だAxionは観測されていない. しかしながら 3次元トポロジカル絶縁体の内部で
はAxionが創発する. 本節では 3次元トポロジカル絶縁体を始めとした物質系でAxionを実現する方法
について具体的な模型を通して議論する. 本章では物質系での Axion電磁気学の review [31, 77, 78]を
参考にしている.

5.1 3次元トポロジカル絶縁体とFujikawaの方法

Chapter. 4 で (4+1)-d Chern-Simons gauge理論の次元縮小から 3次元の時間反転対称性なトポロジカ
ル絶縁体の有効作用を導出した. この有効作用をもう一度書くと,

Sθ =
e2

32π2

∫
d3xdt θ(t,x)εµνρσFµ/νFρσ

=
e2

8π2

∫
d3xdt θ(t,x)εµνρσ∂µAν∂ρAσ

=
e2

4π2

∫
d3xdt θ(t,x)E(t,x) ·B(t,x) (5.1.1)

θ(t,x) = − 1

4π

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
(5.1.2)

である. ここで作用を S3Dから Sθと書き直した. Sθを θ項と呼ぶ. また電荷 eは明示したが, ~ = c = 1
とした. 時間反転対称性がある場合は Berry接続に拘束条件が付くことから, θ = 0, π (mod 2π)となっ
た. 実は空間反転対称性がある場合もBerry接続への拘束条件から θ = 0, π (mod 2π)へ量子化される*1.
この θの量子化は別の議論で導出できる. 時間反転対称性や空間反転対称があるとき, その変換の下で
Sθは不変である. ここで電磁場の時間反転, 空間反転について

T : E → E, B → −B (5.1.4)
P : E → −E, B → B (5.1.5)

*1空間反転対称性がある場合, Berry接続と π 行列は

ai(−k) = −π(k)ai(k)π
†(k) + iπ(k)

∂

∂ki
π†(k) (5.1.3)

という関係にある. これを電気磁気分極 P3に代入すると, 時間反転対称性と同様にして 2P3 =整数 (mod 1)より, P3 = 0, 1/2
なので θ = 0, π (mod 2π)という結論を得る.
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であるので, E ·Bという項は, 時間反転, 空間反転に関してどちらも奇である. したがって Sθが不変で
あるためには (θの 2πの不定性は仮定して), θ = 0, πが必要である. 以上より, 時間反転対称性と空間反
転対称性のどちらかがある場合は θは量子化されることが示された.

3次元トポロジカル絶縁体のように時間反転対称性があれば, θの複雑な表式を計算する必要なくそ
の値が分かる. ここで時間反転対称性と空間反転対称性が破れた絶縁体の電磁応答を記述する有効理論
を考えたいとき, θの値を求めるためにはその複雑な定義式を計算する必要がある. これは解析的に計算
するのは困難であり, 例え数値計算を行おうとしても Berry接続の gaugeの選び方などを考慮する必要
があり, 同じく困難が付きまとう. さらに時間反転対称性と空間反転対称性が破れた絶縁体の有効作用
は Sθ で与えられる保証はどこにもない. なぜならばこの Sθ は (4+1)-d Chern-Simons gauge理論から
の次元縮小から得られて, この手法が適用できる理由はどこにもないからである.
以上の理由から, トポロジカル絶縁体や他の絶縁体の電磁応答を記述する有効作用を導出する新し

いやり方が必要である. ここでは Fujikawaの方法という anomalyを計算する手法を紹介する [79–81].
Fujikawaの方法を使えば, ミクロな模型から出発して有効作用を求められる. Fujikawaの方法を使った
chiral anomalyの計算とその詳細は付録 B を参照されたい.

3次元トポロジカル絶縁体の有効Hamiltonianを考える. 現在標準的な 3次元トポロジカル絶縁体で
ある Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3は最初に [53]で 3次元トポロジカル絶縁体と予言された. この論文では Γ
点である k = (0, 0, 0)付近での有効Hamiltonianを

H(k) =


M(k) A1kz 0 A2(kx − iky)
A1kz −M(k) A2(kx − iky) 0
0 A2(kx + iky) M(k) −A1kz

A2(kx + iky) 0 −A1kz −M(k)

 (5.1.6)

と導出している. ここでM(k) = m− B1k
2
z − B2(k

2
x + k2y)である. パラメータ A1, A2m,B1, B2は第一

原理計算のフィッティングで決められる. 本節では有効Hamiltonian (5.1.6)を用いて, Sθを導出してみ
る. α行列を

α1 =

(
0 σ1

σ1 0

)
, α2 =

(
0 −iσ1

iσ10 0

)
, α3 =

(
σ1 0
0 −σ1

)
, α4 =

(
σ3 0
0 σ3

)
(5.1.7)

と定義すると, Clifford代数の関係
{
αa, αb

}
= 2δabを満たし, 有効Hamiltonian (5.1.6)は

H(k) = A2kxα
1 +A2kyα

2 +A1kzα
3 +M(k)α4 (5.1.8)

となる. 時間反転演算子と空間反転演算子は

T =

(
0 I
I 0

)
K, P =

(
σ3 0
0 σ3

)
(5.1.9)

で与えられる*2. 時間反転対称運動量 Γi で, Hamiltonianは H(Γi) = M(Γi)α
4 より, 強い Z2 不変量

ν0 は M(Γi) の符号で与えられる. B1, B2 は固定されていてどちらも正のとき, 時間反転対称運動量
は (0, 0, 0), (∞, 0, 0), (0,∞, 0), (0, 0,∞), (∞,∞, 0), (∞, 0,∞), (0,∞,∞), (∞,∞,∞)であるので,
M(0, 0, 0) = m > 0のとき, 1つだけ正であるから, ν0 = 1の強いトポロジカル絶縁体となる. 一方,
M(0, 0, 0) = m < 0のとき, 自明な絶縁体となる*3. つまりこの有効模型ではmの符号によりトポロジ
カル絶縁体か自明な絶縁体かを区別している. mは物性物理の言葉で言えば, バンドギャップに対応し,
場の量子論の言葉で言えば Dirac fermionの質量に対応する. 次にこの有効 Hamiltonianから有効作用
を導出し, mがDirac fermionの質量であることを示す.
有効Hamiltonian (5.1.6)をDirac Hamiltonianと見て, Schrödinger方程式は

i
∂

∂t
ψ(x) = H(k)ψ(x) (5.1.10)

*2この有効 Hamiltonianの基底は (スピン ⊗ p軌道)で与えられているので, T,Pはこの形になっている.
*3ここでは弱いトポロジカル絶縁体を区別しないこととする.
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である. ψ(x)は 4成分の Dirac場である. 左から α4 = γ0を作用させて, γi = γ0αiを使って, Dirac方
程式

(iγµ∂µ +m)ψ = 0 (5.1.11)

が導ける. ここでm > 0として自明な絶縁体の場合を考えた. γµが gamma行列で代数関係 {γµ, γν} =
2ηµν を満たす. 確かにmは Dirac方程式の質量項に対応する. Dirac場の Dirac共役を ψ̄ = ψ†γ0と定
義する. U(1) gauge場と結合させたこのDirac方程式を導出する作用は

S =

∫
d4x ψ̄

(
i /D +m

)
ψ (5.1.12)

である. /D = γµDµ = γµ(∂µ − ieAµ)である. U(1) gauge場と結合させた作用を与えたのは, 3次元トポ
ロジカル絶縁体の電磁応答を記述する有効作用を求めるためである. ここで chirality γ4 = iγ0γ1γ2γ3を
定義して*4, chiral変換

ψ → ψ′ = e−iθdφγ4/2ψ, ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄e−iθdφγ4/2 (5.1.13)

を考える. φ ∈ [0, 1]で dφは微小パラメータである. Chiral変換後, 作用 (5.1.12)は

S =

∫
d4x ψ̄

[
i /D +m(cos(θdφ) + iγ4 sin(θdφ))

]
ψ (5.1.14)

となる. つまり質量項がm → m(cos(θdφ) + iγ4 sin(θdφ))と変換される. θ = πと置き, この微小変換
を無限回繰り返したとして dφ = 1とすれば, m → −mになる. これは作用 (5.1.12)が自明な絶縁体相
から chiral変換によりトポロジカル絶縁体相へ変換されたことに対応する*5. 自明相の有効作用 Seffは
(5.1.12)を用いて

eiSeff =

∫
Dψ̄Dψ eiS (5.1.15)

で与えられるが, トポロジカル絶縁体相での有効作用は自明相から微小 chiralを無限に繰り返した時に
導出できる. このとき, 最終的に作用はmの符号が反転するだけなので, 有効作用は自明相とトポロジカ
ル絶縁体相で殆ど変わらないと思うが, Jacobianからの寄与 Dψ̄′Dψ′ = JDψ̄Dψがあるので, 2つの作
用は質量の符号を反転させただけにならない. 実は (3+1)-d Dirac fermionの chiral変換に伴って顔を出
す Jacobian J は chiral anomaly [82, 83]に対応し, chiral anomalyが 3次元トポロジカル絶縁体の θ
項の起源になる. Chiral anomalyについては付録 Bを参照されたい.
次に具体的に Jacobianを計算して θ項を導出する. しかし計算は付録 Bの式 (B.4.43)でα = −θdφ/2

と置いたものと全く同じである. したがって Jacobianは

J(dφ) = exp

[
i

∫
d4xdφ

e2

32π2
θεµνρσFµνFρσ

]
(5.1.16)

となる. これを無限回繰り返して, Sθ = −i log J より, θ項

Sθ =

∫
d4x

e2

32π2
θεµνρσFµνFρσ, θ = π (5.1.17)

が得られた. 以上より, 次元縮小とは違う Fujikawaの方法を用いて微視的な模型から chiral anomalyの
計算を通じて θ項を導出できた. 以下では Fujikawaの方法を用いて θ項を導出し 3次元トポロジカル絶
縁体以外の物質中でのAxion電磁気学について議論する.

*4Notation統一のために chiralityは γ5 ではなく, γ4 とした. 詳しい Notationは付録 B.1 を参照.
*5変換 m(cos(θdφ) + iγ4 sin(θdφ))は連続的であるが, γ4 の影響で変換の経路の途中では時間反転対称対称性が破れる. し
かしその代わり常に gappedである.
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5.2 反強磁性トポロジカル絶縁体
時間反転対称性と空間反転対称性の両方が破れた模型の電磁応答を考える. まず有効Hamiltonianを提示
し, どのように Sθが現れるか見た後, それを実現する格子模型について議論する. 今, 有効Hamiltonian
として α5 = α1α2α3α4を定義して

H(k) = kxα
1 + kyα

2 + kzα
3 +mα4 +m′α5 (5.2.1)

を考える. kxα1 + kyα
2 + kzα

3 +mα4は時間反転対称性と空間反転対称性を満たすが, m′α5により, ど
ちらも破れる. なぜならば

T−1α5T = T−1α1TT−1α2TT−1α3TT−1α4T = (−α1)(−α2)(−α3)α4 = −α5 (5.2.2)
P−1α5P = P−1α1PP−1α2PP−1α3PP−1α4P = (−α1)(−α2)(−α3)α4 = −α5 (5.2.3)

であるからである*6. 式 (5.2.1)をDirac Hamiltonianをと見なして, Schrödinger方程式を導出し, 左か
ら γ0 = α4を作用させてDirac方程式を求めると,(

iγµ∂µ −m− im′γ4
)
ψ = 0 (5.2.4)

である. ここで chirality γ4 = iγ0α5と定義した. 2つの質量項m + im′γ4について, 以下の恒等式が性
質するように θを定める.

m+ im′γ4 =M

(
m

M
+ iγ4

m′

M

)
=Meiθγ4 (5.2.5)

M =
√
m2 + (m′)2, cos θ =

m

M
, sin θ =

m′

M
. (5.2.6)

以上より, 有効Hamiltonian (5.2.1)に対応する作用は,

S =

∫
d4x ψ̄

[
i /D −Meiθγ4

]
ψ (5.2.7)

である. ここで作用 (5.2.7)と自明な相を記述する作用がどのように結ばれるか考える. 自明な相の作
用を

S =

∫
d4x ψ̄

[
i /D −M

]
ψ (5.2.8)

とすると, 微小 chiral変換

ψ → ψ′ = eiθdφγ4/2ψ, ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eiθdφγ4/2 (5.2.9)

をパラメータ φ ∈ [0, 1]の経路に沿って無限回繰り返されたとき, 作用 (5.2.7)になることが確かめられ
る. つまり, 有効Hamiltonian (5.2.1)の電磁応答を記述する有効作用は, 自明な相から微小 chiral変換を
無限回繰り返した時に得られる. したがって付録 B の Fujikawaの方法と Jacobian (B.4.43)より, 微小
chiral変換を無限回繰り返した Jacobianが有効作用に対応するから,

Sθ =
1

i
log J =

∫
d4x

e2

32π2
θεµνρσFµνFρσ (5.2.10)

である. θの表式について, m > 0のときトポロジカル絶縁体相で θ = πとなることを考慮すると,

θ =
π

2
(1 + sgn(m))− arctan

m′

m
(5.2.11)

*6m′(−k) 6= −m′(k)を仮定している.
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である. m′ = 0の時間反転対称性があるとき, θ = 0, πと量子化されるが, m′ 6= 0の時間反転対称性と
空間反転対称性がないとき, θは 0から 2πの任意の値を取る.
次に有効 Hamiltonian (5.2.1)を実現する格子模型として, Fu-Kane-Mele模型に Hubbardタイプの

相互作用を入れた Fu-Kane-Mele-Hubbard模型 [31, 59, 84]を考える. この模型はダイヤモンド格子上
に定義されているとして, Hamiltonianは

Ĥ =
∑
〈i,j〉,s

tijc
†
i,scj,s + i

8λ

a2

∑
〈〈i,j〉〉,s,s′

c†i,sσss′ · (δik × δkj)cj,s′ + U
∑
i

ni↑ni↓ (5.2.12)

である. ここでU > 0の反強磁性的なオンサイト相互作用で, ni↑ = c†i↑ci↑, ni↓ = c†i↓ci↓である. Fu-Kane-
Mele-Hubbard模型は U が小さく, t1 = t+ δt1, t2 = t3 = t4 = t, 0 < δt1 < 2tのとき, トポロジカル絶縁
体であり, U が大きいとき, 反強磁性的な秩序を持つ. Hamiltonian (5.2.12)を反強磁性相で平均場近似
して, 周期境界条件の下で波数で部分対角化して, Brillouin zone中のパラメータの変化によりギャップ
が閉じる点X1, X2, X3の周りで有効Hamiltonianを求めると*7,

H(X1 + k) = kxα1 + kyα2 + kzα3 + δt1α4 + Um1α5

H(X2 + k) = kxα1 + kyα2 + kzα3 + δt1α4 + Um2α5

H(X3 + k) = kxα1 + kyα2 + kzα3 + δt1α4 + Um3α5 (5.2.13)

となる. ここでm1,m2,m3は系は反強磁性相として, 磁化ベクトルが

〈SiA〉 = −〈SiB〉 = (m sin θ cosϕ,m sin θ sinϕ,m cos θ)

≡ m1ex +m2ey +m3ez, (5.2.14)

〈Siµ〉 =
1

2
〈c†iµsσss′ciµs′〉 (µ = A,B) (5.2.15)

であることを用いた. ここで A,Bは副格子の自由度で iは単位胞の添え字である. 反強磁性秩序 (Néel
状態)を考えているので副格子A,Bで磁化ベクトルの向きは逆である.
有効Hamiltonianが 3つあるのは Brillouin zone中で 3種類のmassive Dirac fermionが住んでいる

ということなので, 3つのフレーバーがあるとしこれに対応する作用は

S =

∫
d4x

∑
f=1,2,3

ψ̄
[
i /D −Mfe

iθfγ4
]
ψ (5.2.16)

Mf =
√
δt21 + (Umf )2, cos θf =

δt1
Mf

, sin θf =
Umf

Mf
(5.2.17)

である. 以上より, Fujikawaの方法を使うと有効作用は

Sθ =

∫
d4x

e2

32π2
θεµνρσFµνFρσ (5.2.18)

θ =
π

2
(1 + sgn(δt1))−

∑
f=1,2,3

arctan
Umf

δt1
(5.2.19)

である. ここで磁化mf が何らかの理由で時間的空間的に変動している場合を考える. Sθ よりMaxwell
方程式は

∇ · (E + 4πP ) = 4πρ− α

π
∇θ ·B (5.2.20)

∇× (B − 4πM)− 1

c

∂

∂t
(E + 4πP ) =

4π

c
j +

α

π

[
∇θ × E +

1

c

∂θ

∂t
B

]
(5.2.21)

*7詳しい計算は [59]を参照.
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のように修正される. Chapter 4では右辺第 2項を左辺に移してトポロジカル電気磁気効果について議
論したが, ここでは右辺のままで電荷と電流と見なしてみる. 特に Sθ由来の電流について,

j =
e2

2πh

[
∇θ(t,x)×E +

1

c

∂θ(t,x)

∂t
B

]
(5.2.22)

である. 3次元トポロジカル絶縁体の場合 θ = πで固定値だったので∇θはトポロジカル絶縁体表面しか
値を持たず ∂tθは値を持たなかった. しかし, θ式 (5.2.19)が時間と空間に依存している場合は Sθ 由来
の jは第 1項, 第 2項とも意味を持つ. 式 (5.2.19)を実際に代入して実際に計算すると, まず第 1項につ
いて,

jAHE = − e2

2πh

∑
f=1,2,3

Uδt1
δt21 + (Umf (t,x))2

∇mf (t,x)×E (5.2.23)

である. これはゼロ磁場で電流が電場に垂直な方向に流れるので異常ホール効果 (Anomalus Hall
Effect, AHE)である [85]. 次に第 2項について, 代入して計算すると,

jCME = − e2

2πh

∑
f=1,2,3

Uδt1
δt21 + (Umf (t,x))2

∂mf (t,x)

∂t
B (5.2.24)

である. これは電流が磁場に比例して流れるので,カイラル磁気効果 (Chiral Magnetic Effect, CME)
と呼ばれる [86]. カイラル磁気効果はは最初 gapless Dirac fermionにおいて提案され, 右巻き chirality
を持つ粒子と左巻き chiralityが同数でないとき, 磁場を印加した時に流れる粒子が同数にならないので,
正味の電流が流れるという現象である. 近年Dirac半金属 ZrTe5で観測された [87].

5.3 Weyl半金属
Axion電磁気学を実現する物質としてWeyl半金属を考える [27, 28, 88]. Weyl半金属とは 3次元の
massless Dirac Hamiltonianにおいて, 時間反転対称性か空間反転対称性の片方もしくは両方破れたこと
により, エネルギーバンドの縮退が解けて, 4重縮退していたDirac点が 2重縮退しているWeyl点を作
り, フェルミエネルギーがWeyl点付近に位置する物質である. 図 5.3.1の (a), (b)がそれぞれDirac点,
Weyl点を表している. Weyl点付近では電子はWeyl方程式で記述でき, Weyl点は±1の chiralityを持
つ. Nielsen –Ninomiyaの定理より, Brillouin zone全体ではWeyl点の chiralityが 0になる必要があり,
そのためWeyl点は必ず偶数個存在する. またWeyl点は ±1の磁荷を持つ磁気モノポールと見なせる.
Weyl半金属の簡単な reviewは付録 Cを参照されたい.
量子化されてない θ項を導出するために, 時間反転対称性と空間反転対称性が破れたWeyl半金属の

有効 Hamiltonianを考える. Massless Dirac Hamiltonianに時間反転と空間反転を破れる項を入れて,
Hamiltonianは

H(k) = k ·
(
τ3 ⊗ σ

)
+ b · (I ⊗ σ)− µ5

(
τ3 ⊗ I

)
(5.3.1)

である. τ ,σはそれぞれWeyl点とスピンの自由度である. b · (I ⊗ σ)は伝導電子と磁気不純物の磁気
相互作用の項で, bはBrillouin zone中で 2つのWeyl点の波数方向のずれに対応する. また µ5は 2つの
Weyl点がエネルギー的に異なる状況を作り出す. 図 5.3.1の (c)はWeyl点と µ5, bの関係を模式的に表
した. Hamiltonian (5.3.1)より, Schrödinger方程式は

i∂tψ = [k · (τ3 ⊗ σ) + b · (I ⊗ σ)− µ5(τ3 ⊗ I)]ψ (5.3.2)

である. γ0 = τ1 ⊗ I として左から作用させると,(
iγµ∂µ + µ5γ

0γ4 − bjγjγ4
)
ψ = 0 (5.3.3)
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となる. ここで γj = γ0
(
τ3 ⊗ σj

)
, γ4 = iγ0γ1γ2γ3を使った. ちょうどこのとき, γ行列は

γ0 =

(
0 I
I 0

)
, γj =

(
0 −σj
σ 0

)
, γ4 =

(
I 0
0 −I

)
(5.3.4)

のようにWeyl表示となる. Chiral gauge場 bµ = (µ5,−b)を定義すると, U(1) gauge場と結合したWeyl
半金属 (5.3.1)の作用は

S =

∫
d4x ψ̄iγµ[∂µ − ieAµ − ibµγ4]ψ (5.3.5)

である. bµは作用の中で chirality γ4と結合するので chiral gauge場と呼ばれる. 次に作用 (5.3.5)と自
明な相の作用がどう結ばれるか考える. 自明な相の作用を

S =

∫
d4x ψ̄iγµ[∂µ − ieAµ]ψ (5.3.6)

とすると, 微小な chiral gauge変換

ψ → ψ′ = eidφθ(t,x)γ4/2ψ, ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eidφθ(t,x)γ4/2, θ(t,x) = −2bµxµ (5.3.7)

をパラメータ φ ∈ [0, 1]の経路に沿って無限回繰り返されたとき,

ψ̄′iγµ[∂µ − ieAµ]ψ′ −→ ψ̄iγµ[∂µ − ieAµ − ibµγ4]ψ (5.3.8)

が成り立つ. 以上より, Fujikawaの方法を適用すると, Weyl半金属の電磁応答を記述する有効作用として

Sθ =

∫
d4x

e2

32π2
θ(t,x)εµνρσFµνFρσ, θ(t,x) = 2(b · x− µ5t) (5.3.9)

を得る [29, 30]. 電流を計算すると,

j =
e2

πh
(b×E − µ5B) (5.3.10)

であり, 第 1項は異常ホール効果, 第 2項はカイラル磁気効果である. Weyl半金属の異常ホール効果に
関しては観測されているが, Weyl半金属でのカイラル磁気効果については議論がある. 式 (5.3.10)より
Weyl半金属のカイラル磁気効果は基底状態において, Weyl点同士に µ5のエネルギー差があったら静磁
場を印加すると電流が流れると読み取れる. しかし [30]で格子系の平衡状態でカイラル磁気効果は起き
ないと議論されている. これは静磁場は平衡電流を生成しないという我々の理解に対応する. しかし非
平衡状態ではWeyl半金属でカイラル磁気効果が発生すると考えられている. 前章の反強磁性トポロジ
カル絶縁体のカイラル磁気効果の議論では, 本当にカイラル磁気効果が実現するかは議論しなかった. こ
れは Fu-Kane-Mele-Hubbard模型の場合は, 外部から電磁波を当て θを動的にしている影響である.
また, Weyl半金属の異常ホール効果について, 式 (5.3.10)は場の理論的に元づいて導出されたもので

ある. しかしWeyl半金属の異常ホール効果はバンド理論的にも導出できる. 詳細は付録C.2.3に譲るが,
Hall伝導率は

σxy =
e2

(2π)2~

∫ k−

k+

dkz Ch1(kz) =
e2

2πh
(k− − k+) (5.3.11)

となる. これは kz 方向のWeyl点間の距離が 2bz = k− − k+である状況に対応するから, 式 (5.3.10)の
第 1項と同じ結果を得る.
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Dirac 
Point Weyl

Point

Figure 5.3.1: (a) 3次元のDirac点. 上下のバンドは 2重に縮退していてDirac点は 4重縮退してる. (b)
Weyl点の様子. 時間反転対称や空間反転対称性が破れた影響でDirac coneが分裂している. (c) 2つの
Weyl点間に波数方向に 2b, エネルギー方向に 2µ5の距離がある様子.
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Chapter 6

結論

本論文では 3次元トポロジカル絶縁体の電磁応答について調べ, 物資中での Axion電磁気学の実現につ
いて議論した. Chapter 2では相互作用が無い fermion系のトポロジカル相の分類からトポロジカル絶縁
体を導入し, Chapter 3では 3つ模型を具体的に調べた. Chapter 4では 3次元トポロジカル絶縁体中の
電磁場を記述する有効作用は, 1つ次元の高い同じく時間反転対称性を満たすトポロジカルに非自明な模
型である 4次元量子ホール効果の有効場理論である (4+1)-d Chern-Simons gauge理論からの次元縮約
で導出した. この手続きで得られた θはトポロジカルバンド理論で得られた強い Z2不変量を再現する.
この作用から, トポロジカル絶縁体の表面で半整数に量子化ホール電流が流れる半整数量子ホール効果,
電場を印加しすると磁化が発生し, 磁場を印加しした場合電気分極が発生するトポロジカル電気磁気効
果, トポロジカル絶縁体の表面に電荷を近づけたときバルクに磁気モノポールが発生する磁気モノポー
ル虚像, 磁気モノポールに電荷が付与されるWitten効果, という特異な電磁応答を導き出した. さらに
これらの特異な電磁応答は場の理論的な観点だけでなく, バンド理論的な観点から, 3次元の強いトポロ
ジカル絶縁体の表面に存在する奇数個の Dirac coneが本質であることも突き止めた. Chapter 5では 3
次元トポロジカル絶縁体, 反強磁性トポロジカル絶縁体, Weyl半金属を例に取り, 物質中でのAxion電磁
気学を議論した. これらの作用に含まれるAxion電磁気学で中心的な役割を果たす Sθは chiral anomaly
に由来し, Fujikawaの方法と呼ばれる anomalyを計算する方法でミクロな模型から統一的に導出できる
ことを示した. さらに θが動的な場合, バルクで異常ホール効果とカイラル磁気効果の発生が予言され,
反強磁性トポロジカル絶縁体の場合は実際にカイラル磁気効果が起こる可能性があることも議論した.
以上より, 3次元の時間反転対称なトポロジカル絶縁体の宇宙にはAxionが存在すると解明できた.
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Appendix A

Maxwell場の理論

A.1 Notation

基本的に (3+1)-d 時空を考えるが, (2+1)-d 時空や一般の (D + 1)-d 時空を考える場合がある. 時空
の要素を表すときは µ, ν, ρ, σ = 0, 1, · · · , D のようにギリシア文字を使い, 空間の要素を表すときは
i, j, k, l = 1, 2, · · · , Dのようにアルファベットを使う. Minkowski計量は diag ηµν = (1,−1, · · · ,−1)の
ように時間成分が+1, 空間成分が−1を採用する.
座標は (x0, x1, · · · , xD) = (ct, x1, · · · , xD) と上付き文字が基本とし, 下付きの座標は Minkowski

計量を用いて定義するとする: xµ = ηµνx
ν . また偏微分については (∂/∂x0, ∂/∂x1, · · · , ∂/∂xD) =

(∂0, ∂1, · · · , ∂D) = ((1/c)∂t, ∂x1 , · · · , ∂xD) とする. また上付きの偏微分は, ∂µ = ∂
∂xµ

= ηµν ∂
∂xν のように

定義する. ここで, ηµν はMinkowski計量の逆行列で ηµρηρν = δµν を満たす.
例として (3+1)-dのとき, 座標と偏微分の内積は

xµx
µ = c2t2 − x2 − y2 − z2 (A.1.1)

∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
=

1

c2
∂2

∂t2
−∇2 = � (A.1.2)

となる. 式 (A.1.2)の最右辺は d’Alembertianである.

A.2 SI単位系とGauss単位系

我々にとって馴染みのある SI単位系のMaxwell方程式から始める:

∇ ·ES(t,x) =
ρS(t,x)

ε0
, (A.2.1)

∇ ·BS(t,x) = 0, (A.2.2)

∇×ES(t,x) +
∂BS(t,x)

∂t
= 0, (A.2.3)

∇×BS(t,x)− ε0µ0
∂ES(t,x)

∂t
= µ0jS(t,x), (A.2.4)

ここで ES(t,x),BS(t,x), ρS(t,x), jS(t,x), ε0, µ0 はそれぞれ電場, 磁場, 電荷密度, 電流密度, 真空の誘
電率, 真空の透磁率である. このMaxwell方程式は SI単位系で表されており, 明示的にするために添え
字 Sを付けている. しかしながら相対論的場の理論からの観点から, Gauss単位系の方が好まれる. なぜ
ならば (i) 時間の次元が入っている量は必ず光速 cを伴い, (ii) EとBの次元が同じになり大きさの比

62



Appendix A. Maxwell場の理論 Go Back to the Contents

較が容易になるからである. SI単位系からGauss単位系への変換は以下のように行う.

EG(t,x) =
√
4πε0ES(t,x) (A.2.5)

BG(t,x) = c
√
4πε0BS(t,x) =

√
4π

µ0
BS(t,x) (A.2.6)

ρG(t,x) =
ρS(t,x)√

4πε0
(A.2.7)

jG(t,x) =
jS(t,x)√

4πε0
. (A.2.8)

ここで添え字GはGauss単位系での物理量であることを明示的に表している. これを用いるとMaxwell
方程式は

∇ ·EG(t,x) = 4πρG(t,x) (A.2.9)
∇ ·BG(t,x) = 0 (A.2.10)

∇×EG(t,x) +
1

c

∂BG(t,x)

∂t
= 0 (A.2.11)

∇×BG(t,x)−
1

c

∂EG(t,x)

∂t
=

4π

c
jG(t,x), (A.2.12)

のように変換される. 単位系の変換に伴ってスカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルも

φG(t,x) =
√
4πε0φS(t,x) (A.2.13)

AG(t,x) = c
√
4πε0AS(t,x), (A.2.14)

のように変換する. Gauge変換も

ES(t,x) = −∇φS(t,x)−
∂AS(t,x)

∂t
−→ EG(t,x) = −∇φG(t,x)−

1

c

∂AG(t,x)

∂t
(A.2.15)

BS(t,x) = ∇×AS(t,x) −→ BG(t,x) = ∇×AG(t,x). (A.2.16)

のように変換する. 以下では添え字Gは省略する.

A.3 真空のMaxwell場の作用
Maxwell方程式 (A.2.9), (A.2.10), (A.2.11), (A.2.12)を導出する作用を考える. 作用はスカラーポテン
シャルとベクトルポテンシャルで書いた方が便利なので φ,Aを用いる. この時点で電場と磁場の定義式

E(t,x) = −∇φ(t,x)− 1

c

∂A(t,x)

∂t
(A.3.1)

B(t,x) = ∇×A(t,x) (A.3.2)

は自動的に満たされるので, Maxwell方程式 (A.2.10), (A.2.11)は自動的に満たされると考える. した
がってMaxwell方程式 (A.2.9), (A.2.12)を導出する作用について考えればよい.
今, Maxwell方程式を導出する古典電磁気学の作用を

SMaxwell[Aµ] =

∫
d4x

[
− 1

16π
FµνFµν −

1

c
jµAµ

]
, (A.3.3)

のように天下り的に導入する. ここで

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Fµν = ηµαηνβF
αβ (A.3.4)

Aµ = (φ(t,x),A(t,x)), Aµ = ηµνA
ν = (φ(t,x),−A(t,x)) (A.3.5)

jµ = (cρ(t,x), j(t,x)). (A.3.6)

63



Go Back to the Contents A.4. 物質中のMaxwell場の作用

である. Fµν , Fµν は電磁場テンソルと呼ばれ,

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By
Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0

 , Fµν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Bz By
−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0

 (A.3.7)

である. 作用 (A.3.3)の変分を取ると,

δSMaxwell ≡ SMaxwell[Aµ + δAµ]− SMaxwell[Aµ]

=

∫
d4x

[
− 1

16π
(∂µ(Aν + δAν)− ∂ν(Aµ + δAµ))(∂µ(Aν + δAν)− ∂ν(Aµ + δAµ))

−1

c
jµ(Aµ + δAµ)

]
−
∫
d4x

[
− 1

16π
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)−

1

c
jµAµ

]
=

∫
d4x

[
− 1

16π
(4∂µAν∂µδAν − 4∂νAµ∂µAν)−

1

c
jµδAµ

]
=

∫
d4x

[
1

4π
∂µF

µν − 1

c
jν
]
δAν . (A.3.8)

となるから (途中で部分積分をした), 汎関数微分を行うと運動方程式

0 =
δSMaxwell
δAν(t,x)

=

∫
d4x′

[
1

4π
∂µF

µλ − 1

c
jλ
]
δAλ(t

′,x′)

δAν(t,x)

=
1

4π
∂µF

µν − 1

c
jν , (A.3.9)

を得る. 途中で汎関数微分の公式 δAλ(t
′,x′)

δAν(t,x)
= δνλδ(t− t′)δ(x−x′)を使った. したがって, Maxwell方程式

∂µF
µν =

4π

c
jν . (A.3.10)

が導出された. 実際に Fµν , jν に具体的に電場, 磁場, 電荷, 電流密度を代入すると (A.2.9), (A.2.12)が得
られる.

A.4 物質中のMaxwell場の作用
物質中のMaxwell方程式を考える. 物質中では電荷と電流は外部から与えられたものか, 応答量かに分
けることが出来る*1 [89]. 応答電荷 ρresを用いて電気分極を ρres = −∇ ·P と定義し, 応答電流に対して,
通常の応答電流と磁化電流に分けて, 連続の方程式から jres = ∂tP が成り立ち, 磁化を jmag = c∇×M
と定義すると, 物質中のMaxwell方程式は

∇ ·E(t,x) = 4π(ρ(t,x)−∇ · P (t,x)), (A.4.1)
∇ ·B(t,x) = 0, (A.4.2)

∇×E(t,x) +
1

c

∂B(t,x)

∂t
= 0, (A.4.3)

∇×B(t,x)− 1

c

∂E(t,x)

∂t
=

4π

c

(
j(t,x) +

∂P (t,x)

∂t
+∇× cM(t,x)

)
, (A.4.4)

*1多くの電磁気学の教科書では物質中の電荷と電流は自由電荷・自由電流か, 束縛電荷・束縛電流かに分けているが, これは
正しくない. 例えば激しく振動する電場を考えたとき, 自由電荷は空間的に狭い領域に束縛されてしまい, 自由・束縛という区
別ができなくなるからである [89].
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となる. 電束密度D(t,x) = E(t,x) + 4πP (t,x), 磁場の大きさ*2 H(t,x) = B(t,x)− 4πM(t,x)を定
義すると, 物質中のMaxwell方程式は

∇ ·D(t,x) = 4πρ(t,x), (A.4.5)
∇ ·B(t,x) = 0, (A.4.6)

∇×E(t,x) +
1

c

∂B(t,x)

∂t
= 0, (A.4.7)

∇×H(t,x)− 1

c

∂D(t,x)

∂t
=

4π

c
j(t,x), (A.4.8)

となる. 物質中のMaxwell方程式を導出する作用は,

SMaxwell[Aµ] =

∫
d4x

[
− 1

16π
FµνFµν +

1

2
FµνPµν −

1

c
jµAµ

]
, (A.4.9)

である. ここで Pµν は電気分極と磁化を表すテンソルで P0i = Pi,P ij = −εijkMk である. 作用 (A.4.9)
をAµについて変分を取ると, 運動方程式は

∂µF
µν + 4π∂µPνµ =

4π

c
jν (A.4.10)

となる. 具体系を代入すると物質中のMaxwell方程式 (A.4.1), (A.4.4)が得られる.

A.5 電磁場の境界条件
物質中のMaxwell方程式

∇ ·D(t,x) = 4πρ(t,x), (A.5.1)
∇ ·B(t,x) = 0, (A.5.2)

∇×E(t,x) +
1

c

∂B(t,x)

∂t
= 0, (A.5.3)

∇×H(t,x)− 1

c

∂D(t,x)

∂t
=

4π

c
j(t,x), (A.5.4)

から電場Eは境界面に平行な方向に連続, 磁場Bは境界面に垂直な方向に連続, 電束密度Dは外部電荷
がない場合は境界面に垂直な方向に連続, 磁場の大きさH は外部電流がないときは境界面に平行な方向
に連続であることを示す.
まず磁場Bについて, Maxwell方程式より∇·B = 0を満たす. ここで図A.5.1の (a)のように z = 0

を境界として異なる物質が接している状況を考える. そして図のような高さが微小 εの立方体について
体積積分すると, Gaussの定理より ∫

V
d3r ∇ ·B =

∫
∂V
dS B = 0 (A.5.5)

を得る. z > 0 の磁場を B1, z < 0 の磁場を B2 として図にある法線ベクトル n1,n2 を使うと, 式
(A.5.5)は

B1(z = 0) · n1 +B2(z = 0) · n2 = [B1(z = 0)−B2(z = 0)] · n = 0 (A.5.6)

が成立する. ここでn = n1 = −n2で, ε→ 0より側面からの寄与が無いとした. これより磁場は境界に
対して垂直な方向に連続であることが示された.

*2本来はH を磁場, Bを磁束密度と呼ぶべきだが, 本論文ではB を磁場と呼んでいるのでH を磁場の大きさと呼ぶことに
する.
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次に電場について, Maxwell方程式より, ∇×E + (1/c)∂tB = 0を満たす. ここで図A.5.1の (b)の
ように異なる物質の境界に対して長方形の領域を考える. 境界に対して垂直な辺の長さは微小 εとする.
この領域について面積積分すると, Stokesの定理より∫

S
dS ·E +

1

c

∂

∂t

∫
S
dS ·B =

∫
∂S
dr ·E +

∂

∂t

∫
S
dS ·B = 0 (A.5.7)

を得る. z > 0の電場を E1, z < 0の電場を E2 として図にある境界の接ベクトル t1, t2 を使うと, 式
(A.5.7)は

E1(z = 0) · t1 +E2(z = 0) · t2 = [E1(z = 0)−E2(z = 0)] · t = 0 (A.5.8)

が成立する. ここで t = t1 = −t2で, ε→ 0より長方形の面積は 0であることを用いた. これより電場は
境界に対して平行な方向に連続であることが示された.
最後に電束密度Eと磁場の大きさH について, 外部電荷と外部電流が 0のとき, Maxwell方程式は

∇ ·D(t,x) = 0 (A.5.9)

∇×H(t,x)− 1

c

∂D(t,x)

∂t
= 0 (A.5.10)

となる. B ↔ D,E ↔ Bの対応より, D,H は外部電荷と外部電流が 0のとき, 境界に対して垂直な方
向, 平行な方向にそれぞれ連続である.

Figure A.5.1: z = 0を境にして誘電率と透磁率が異なる物質が接している様子. (a) は立方体上の領域
を取り, (b) は長方形の領域を取った.
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Chiral Anomaly

B.1 Notation
Section B.4では主に (1+1)-dと (3+1)-dを考える. この場合の Dirac方程式の Notationをまとめてお
く. まず, (1+1)-dでは γ行列は γ0 = σx, γ1 = iσy とする. (1+1)-dでの chiralityは γ2 = −γ0γ1 = σz

とする. 次に (3+1)-dでは γ行列は Chiral/Weyl表現を使って,

γ0 =

(
0 I2
I2 0

)
, γi =

(
0 −σi
σi 0

)
, γ4 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
I2 0
0 −I2

)
(B.1.1)

である. ここで I2は 2×2の単位行列で γ4は Chiralityである. 通常 Chiralityは γ5で書くが, Notation
の統一のために, D + 1次元の Chiralityは下添え字で γD+1と書くことにする. Chiralityは他の γ行列
とは反可換である {γD+1, γ

µ} = 0.
次にWikc回転のNotationについて. D + 1次元時空の計量は diag ηµν = (1,−1, · · · ,−1)で与えら

れるが, 時間成分と空間成分の符号が異なるので, 時間を複素数である虚時間を導入して計量の符号を揃
えた計量を Euclid空間と同じものにした方が便利な時がある. このようにMinkowski空間から Euclid
空間へ移行する手続きを Euclid化もしくはWick回転と呼ぶ. まず虚時間 τ は実時間 tと t = −iτ の
関係であるとする. 空間成分は変わらない. この場合時空の計量は diag ηEµν = (−1,−1, · · · ,−1)となり,
全ての成分がマイナスになる. 微分演算子は ∂t = i∂τ となり, 空間成分は変わらない. Wick回転により
γ行列も変換する. Euclid化した γ行列を大文字で書くとすると, γ0 = −iΓ0, γi = Γi, γD+1 = −iΓD+1

を満たす. {Γµ,Γν} = 2ηEµν という反交換関係を満たす. Dirac場が U(1) gauge場と coupleしていると
き, gauge場はA0 = iAE

0 , Ai = AE
i と変換する. 時間成分だけ変わり, 空間成分は変わらない. 上付き添

え字 Eを使って Euclid化した量を表すことがある.

B.2 Dirac方程式
Dirac方程式とはスピン 1/2の Fermionを記述する特殊相対論の効果が入った方程式である. Dirac方
程式に従う粒子をDirac粒子と呼ぶ. Dirac方程式の導入の仕方は色々ある. Klein-Gordon方程式の
「因数分解」から導入する方法や Dirac場の Lagrangianを考えてから Euler-Lagrange方程式を使って,
導出する方法などである. このノートでは公理としてDirac方程式を導入する.
まずは, (3+1)-dについて考える. Dirac方程式はDirac場を ψ(t,x) = ψ(x)とすると,(

iγµ∂µ −
mc

~

)
ψ(x) = 0 (B.2.1)

{γµ, γν} = 2ηµνI (B.2.2)

である. mはDirac粒子の質量で主に電子の質量を念頭に置いている. γµは γ行列と呼ばれ, {γµ, γν} =
2ηµν を満たすことから Clifford algebraと呼ばれる. γ行列はその反交換関係を見れば, 通常の c数では
ないことが分かる. γ 行列は最低でも 2×2行列になり, これはスピンの自由度が自然と入っていること
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を意味する. Dirac方程式 (B.2.1)を Schrödinger方程式のような形に変換することが出来る. (γ0)2 = 1
を使うと,

i~
∂

∂t
ψ(x) =

(
−i~cα · ∇+ βmc2

)
ψ(x) = HDiracψ(x) (B.2.3)

β = γ0, αi = βγi (B.2.4){
αi, αj

}
= 2δij ,

{
αi, β

}
= 0, β2 = 1 (B.2.5)

を得る. HDiracをDirac Hamiltonianと呼ばれ, 相対論的なスピン 1/2の Fermionを記述するHamil-
tonianである. 注意するのはDirac場 ψ(x)は通常の波動関数と違い, γ行列の次元と同じ数だけの要素
を持っている. Hamiltonianはエルミート演算子なので α行列と行列 βはエルミートである. それに伴
い, γ行列の空間成分は反エルミートであることが分かる. 実際, エルミート共役を取ると,(

γi
)†

=
(
βαi
)†

=
(
αi
)†
β† = −β†

(
αi
)†

= −γi (B.2.6)

となるからである. γ行列は偶数次元であり, (3+1)-d系では γ行列の次元は 4以上に限られる. まず γ行
列が偶数次元に限られることを示す. N を γ行列の次元として, γ0, γ1は反可換であるので,

{
γ0, γ1

}
= 0

に対して, 両辺の行列式を取ると,

det γ0 det γ1 = (−1)N det γ1 det γ0 (B.2.7)

となるから 1 = (−1)N より, γ行列の次元N は偶数である. 次に (3+1)-d系では γ行列は 4次元以上で
あることを示す. (3+1)-d系で γ行列が Pauli行列 σiを使って

γi = iσi (B.2.8)

と置いてみる. これは反交換関係 (B.2.2)の空間成分を満たす. 残るは,
(
γ0
)2

= 1,
{
γ0, γi

}
= 0を満た

す 2×2行列 γ0を見つければ良いが, そのような行列は存在しない. γ0は 2×2のエルミート行列なので,
4つの基底となる行列の線形結合で表せる. この基底を単位行列 I2と Pauli行列としたら,

γ0 = bµσ
µ, σ0 = I2 (B.2.9)

となる. bµ ∈ Cである. この γ0を
{
γ0, γi

}
= 0に代入すると, b0 = bj = 0という結果となる. これは

γ0 = 0を意味するが
(
γ0
)2

= 1を満たさないので矛盾. 以上より, γ行列は偶数次元で (3+1)-dでは γ行
列の次元は 4以上であることが示された.

B.3 古典論での chiral対称性
まず U(1) gauge場と結合した古典的な (D + 1)-dのDirac場につて考える. 作用は

S
[
ψ̄, ψ,Aµ

]
=

∫
dD+1x ψ̄[iγµDµ −m]ψ (B.3.1)

である. この節では ~ = 1, c = 1自然単位系を用いる. 電子の電荷 −eは明記する. ψ̄ = ψ†γ0 で ψの
Dirac共役であり, Dµ = ∂µ − ieAµは共変微分である. γµDµ = /Dと省略することがある. /DをDirac
演算子と呼ぶ. 作用 (B.3.1)に対して chiral変換

ψ → ψ′ = eiαγD+1ψ (B.3.2)
ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eiαγD+1 (B.3.3)

を考える. αは実定数である. (1+1)-dでは chiralityは γ2 = σz =

(
1 0
0 −1

)
より chiral変換とはDirac

場の右巻き chirality成分と左側 chirality成分の位相を逆向きに回転する変換である. 質量が 0のときつ
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まりmassless Dirac Fermionのとき, 作用 (B.3.1)は chiral変換に対して不変である. 実際計算すると,

S
[
ψ̄′, ψ′, Aµ

]
=

∫
dD+1x ψ̄eiαγD+1iγµDµe

iαγD+1ψ

=

∫
dD+1x ψ̄eiαγD+1e−iαγD+1iγµDµψ

=S
[
ψ̄, ψ,Aµ

]
(B.3.4)

となる. ここで反交換関係 {γD,Γµ} = 0より導かれる公式 γµeiαγD+1 = −eiαγD+1γµを使った. したがっ
てm = 0のとき Dirac場は Chiral対称性がある. Chiral対称性がある場合, Noetherの定理より, 保存
カレントが存在する. Chiral対称性の場合 chiralカレント jµD+1が保存し,

∂µj
µ
D+1 = 2imψ̄γD+1ψ, jµD+1 ≡ ψ̄γ

µγD+1ψ (B.3.5)

を満たす. ここでm = 0のとき, 確かに ∂µj
µ
D+1 = 0となり, chiralカレントは保存している. 導出は左

辺を計算すればよい. 途中で以下の公式

[iγµ(∂µ − ieAµ)−m]Aψ = 0

†−→ − i(∂µψ)†(γµ)† − i(ieAµ)ψ† −mψ† = 0

×γ0−→ − i(∂µψ)†(γµ)†γ0 − i(ieAµ)ψ†(γµ)†γ0 −mψ†γ0 = 0

−→ − i(∂µψ̄)γµ − i(ieAµ)ψ̄γµ −mψ̄ = 0 (B.3.6)

を使う. 計算すると,

∂µj
µ
D+1 = ∂µ(ψ̄γ

µγD+1ψ)

= (∂µψ̄)γ
µγD+1ψ + ψ̄γµγD+1∂µψ

=
[
(−ieAµ)ψ̄γµ + imψ̄

]
γD+1ψ − ψ̄γD+1[γ

µieAµ − im]ψ

= −ieAµψ̄(γµγD+1 + γD+1γ
µ)ψ + 2imψ̄γD+1ψ

= 2imψ̄γD+1ψ (B.3.7)

となり, ∂µjµD+1 = 2imψ̄γD+1ψが証明できた. つまり古典的には chiral対称性がある場合 chiral current
が保存するという結果が導けた. しかし量子論で考える場合, chiral対称性があっても chiral currentは
保存せず ∂µj

µ
D+1 = F となることが導ける. このように古典論で保たれている対称性が量子論に移行し

た時になくなることを量子異常 ((Quantum) Anomaly)と呼ぶ [82, 83, 90]. 今の場合は chiral対称性
に対する anomalyなので chiral anomalyと呼ばれる [82, 83]. これから導出する (1+1)-dと (3+1)-dの
chiral anomalyは

D = 2 : ∂µj
µ
2 = 2miψ̄γ2ψ +

e

2π
εµνFµν = 2miψ̄γ2ψ +

e

π
Ex (B.3.8)

D = 4 : ∂µj
µ
4 = 2miψ̄γ4ψ +

e2

16π2
εµνρσFµνFρσ = 2miψ̄γ4ψ +

e2

2π2
E ·B (B.3.9)

となる.

B.4 量子論での chiral変換とFujikawaの方法
古典論では系は作用 Sで記述されたが, 量子論では系は分配関数Zで記述される. 経路積分を使うと,分
配関数は

Z =

∫
Dψ̄Dψ eiS (B.4.1)
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と書くことが出来る. Sは作用である. Dirac場の分配関数は作用

S
[
ψ̄, ψ,Aµ

]
=

∫
dD+1x ψ̄[iγµ(∂µ − ieAµ)−m]ψ

=

∫
dD+1x ψ̄

[
i /D −m

]
ψ (B.4.2)

を用いて Z =
∫
Dψ̄Dψ eiS

[
ψ̄,ψ,Aµ

]
という形で与えられる.

分配関数 Z に chiral変換を行った場合を考える. ここで量子論では chiral変換によって作用ではな
く, 分配関数全体が不変であることを要請する. つまり,

Z =

∫
Dψ̄Dψ eiS

[
ψ̄,ψ,Aµ

]
=

∫
Dψ̄′Dψ′ eiS

[
ψ̄′,ψ′,Aµ

]
(B.4.3)

であることを要請する. Section B.3で chiralカレントを計算した. Chiral変換の下で作用の変化は,

S
[
ψ̄′, ψ′, Aµ

]
= S

[
ψ̄, ψ,Aµ

]
+

∫
dD+1x α

[
∂µj

µ
D+1 − 2imψ̄γD+1ψ

]
(B.4.4)

である. chiral変換で作用以外にも積分測度も変化する. Jacobianを J(α)として積分測度が

Dψ̄′Dψ′ = J(α)Dψ̄Dψ (B.4.5)

と変化するとすると, 分配関数が chiral変換の下で

Z =

∫
Dψ̄′Dψ′ eiS

[
ψ̄′,ψ′,Aµ

]

=

∫
Dψ̄Dψ e

iS
[
ψ̄,ψ,Aµ

]
+i

∫
dD+1x α

[
∂µj

µ
D+1−2imψ̄γD+1ψ

]
+log J(α) (B.4.6)

と変換するので, chiral変換の下で分配関数が不変になるためには

i

∫
dD+1x α

[
∂µj

µ
D+1 − 2imψ̄γD+1ψ

]
+ log J(α) = 0 (B.4.7)

が成立する必要がある. αで汎関数微分をすると, 古典論での chiral currentの保存の式は

∂µj
µ
D+1 = 2miψ̄γD+1ψ + i

δ

δα
log J(α) (B.4.8)

と変更される. m = 0のmassless Dirac Fermionの場合, Jacobianが 1でなければ右辺が 0でないので,
これはまさに chiral anomalyである.
このように anomalyを計算する際に Feynmanダイアグラムを使わずに経路積分の積分測度の変化

に着目する方法を Fujikawaの方法と呼ぶ [79, 80, 91].

Jacobian J(α)の計算

次に具体的に Jacobian J(α)を計算してみる. 分配関数は Z =
∫
Dψ̄Dψ eiS のように計算したが, J(α)

の計算では虚時間表示に移った方が計算しやすい. 虚時間表示での分配関数は, Euclid化した作用 SEを
用いて,

Z =

∫
Dψ̄Dψ eS

E (B.4.9)
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と計算できる*1. Dirac場の分配関数は作用 (B.3.1)を Euclid化した作用

SE[ψ̄, ψ,Aµ] =∫ β

0
dτ

∫
dDx ψ̄

[
Γµ(∂µ − ieAE

µ)−m
]
ψ

=

∫
dD+1xE ψ̄

[
/D
E −m

]
ψ, ψ̄ = ψ†Γ0 (B.4.10)

を用いて Z =
∫
Dψ̄Dψ eS

E[ψ̄,ψ,Aµ
]
という形で与えられる. 虚時間成分は µ = 0に対応する. Dirac演

算子 /D
E
= Γµ(∂µ − ieAE

µ)はエルミート演算子である. まず微分演算子 ∂µ と虚数単位 iは反エルミー
トである. 微分演算子の方は部分積分を行えば反エルミート性を確認できる. 次に Γµであるが,空間成
分は Γi = γiかつ γiは反エルミートであるので Γiは反エルミートである. また虚時間成分については
Γ0 = iγ0 かつ γ0 はエルミートなので Γ0 は反エルミートである. したがって Dirac演算子 /D

E はエル
ミート演算子である. 作用を虚時間形式にした理由はDirac演算子がエルミート演算子になり, Dirac演
算子の固有値は実数となり, 固有ベクトルは正規直交基底となるからである.

Dirac演算子 /D
Eの固有方程式を /D

E
φn(x) = lnφn(x)と書くとする. ln, φn(x)はそれぞれ n番目の

固有値, 固有ベクトルである. 固有ベクトル φn(x)は正規直交基底なので規格化条件と完全性条件を満
たす：

Orthonormality:
∫
dD+1xE φ†m(x)φn(x) = δmn (B.4.11)

Completeness:
∑
n

φ†n(x)φn(y) = δ(x− y). (B.4.12)

Dirac演算子の固有ベクトル φn(x)を基底としてDirac場を展開する：

ψ =
∑
n

anφn(x), ψ̄ =
∑
n

b̄nφ
†
n(x), (B.4.13)

ここで展開係数 an, b̄nは grassmann数である. Dirac場を展開した形に微小 chiral変換を行うと,

ψ′ =
∑
n

a′nφn(x) =
∑
n

(1 + iαγD+1)anφn(x) (B.4.14)

となる. 左から φ†m(x)を作用させて時空について積分すると, 式 (B.4.11), (B.4.12)を用いて,

a′m =Mmnan =
∑
n

(
δmn + i

∫
dD+1xEφ†m(x)αγD+1φn(x)

)
an (B.4.15)

と展開係数が変化する. Chiral変換の下で展開係数 anは行列Mmnを作用させた形に変換する. 展開係
数 b̄nについても計算すると, anと同様に chiral変換の下で b̄′m =Mmnb̄nという法則で変換することが
分かる. 計算の途中で γD+1は grassmann偶なので

[
b̄n, γD+1

]
= 0であることを用いた. この変換則を

用いて積分測度は, Fermion系なので grassmann積分であることに注意すると,

Dψ̄′Dψ′ =
∏
n

db̄′nda
′
n =

∏
n

(detM)−1db̄n(detM)−1dan =
∏
n

(detM)−2db̄ndan

=e−2 log det [M ]
∏
n

db̄ndan = e−2Tr [logM ]
∏
n

db̄ndan

=exp

[
−2i

∑
n

∫
dD+1xE φ†n(x)αγD+1φn(x)

]∏
n

db̄ndan

=J(α)Dψ̄Dψ (B.4.16)
*1分配関数の方が eS という形になっており, 普通の虚時間表示での分配関数の計算は e−S という形だが, 今回は eS という形
になっている. この原因は恐らく計量が diag ηEµν = (−1,−1, · · · ,−1)となるWick回転を行ったので, それに伴って e−S → eS

と変わったと思われる.
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と変換することが導ける. 計算の途中で線形代数の公式 log detM = Tr [logM ]を用いて, αが小さいこ
とから, 以下のような計算式

logMmn = log

[
δmn + i

∫
dD+1xEφ†m(x)αγD+1φn(x)

]
≈ i
∫
dD+1xEφ†m(x)αγD+1φn(x) (B.4.17)

を用いた. したがって Jacobian J(α)が求まった：

J(α) = exp

[
−2i lim

N→∞

N∑
n=1

∫
dD+1xE φ†n(x)αγD+1φn(x)

]
. (B.4.18)

しかし J(α)が (B.4.18)のような形だと位相部分が発散してしまうので正則化する必要がある. 正則化
のために f(x → 0)→ 1かつ x > 1で素早く f(x)→ 0になるような滑らかな関数 f(x)を用意する. こ
のような f(x)を用意したら, J(α)に limM→∞ f(l2n/M

2) = 1を挿入する. 固有値 lnは gauge不変な量
である.

i

2
log J(α) = lim

M→∞

∫
dD+1xE α

∞∑
n=1

φ†n(x)γD+1f

(
l2n
M2

)
φn(x)

= lim
M→∞

∫
dD+1xE α

∞∑
n=1

φ†n(x)γD+1f


[
/D
E
]2

M2

φn(x) (B.4.19)

途中で固有方程式 /D
E
φn(x) = lnφn(x)を使った. ここで /D

Eの固有状態であるDirac場の正規直交基底
φn(x)は状態ベクトル |φn〉の基底 |x, s〉を使ったスピノル表示であるとする. 具体的に (3+1)-dの場合
は, Dirac場は 4成分なので

φn(x) =


φ
(1)
n (x)

φ
(2)
n (x)

φ
(3)
n (x)

φ
(4)
n (x)

 =


〈x, s = 1|φn〉
〈x, s = 2|φn〉
〈x, s = 3|φn〉
〈x, s = 4|φn〉

 (B.4.20)

である. Dirac場 φn(x)は位置を基底として表示しているが, 波数 kを基底に表示すると便利である. つ
まり |x, s〉 → |k, s〉という基底の変換を行う.

φ(s)n (x) = 〈x, s|φn〉 =
∫
dD+1k 〈x, s|k, s〉 〈k, s|φn〉 =

∫
dD+1k

1

(2π)D+1/2
eikµx

µ 〈k, s|φn〉 , (B.4.21)

ここで kµ = (−k0,−k1, · · · ,−kD−1)で kµx
µ = −k0x0 − k1x1 − · · · − kD−1xD−1である. 式 (B.4.19)に

代入して計算すると,

i

2
log J(α) = lim

M→∞

∫
dD+1xE α

∞∑
n=1

∫
dD+1kdD+1k′

(2π)D
e−ikµx

µ 〈φn|k, s〉 γD+1f


[
/D
E
]2

M2


s,s′

eik
′
µx

µ 〈
k′, s′

∣∣φn〉

= lim
M→∞

∫
dD+1xE α

∫
dD+1k

(2π)D
Tr

e−ikµxµγD+1f


[
/D
E
]2

M2

eikµxµ
 (B.4.22)

となる. 途中で関係式
∑∞

n=1 |φn〉 〈φn| = 1, 〈k, s|k′, s′〉 = δ(k−k′)δss′を使い, トレースを導入して基底に
依らない形に書き直した. このトレースは γ行列に対するトレースである. 次に関数 f(x)の中の

[
/D
E
]2
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という項を計算する. [
/D
E
]2

= /D
E /D

E
= ΓµDE

µΓ
νDE

ν = ΓµΓνDE
µD

E
ν

=
1

2
{Γµ,Γν}DE

µD
E
ν +

1

2
[Γµ,Γν ]DE

µD
E
ν

=
1

2
2ηEµνDE

µD
E
ν +

1

2
ΓµΓν

[
DE
µ , D

E
ν

]
=DEµDE

µ −
ie

4
[Γµ,Γν ]FE

µν (B.4.23)

と変形できる. 途中で gauge場の field strengthの定義式
[
DE
µ , D

E
ν

]
= −ieFE

µν を用いた. 可換 gauge理
論では field strength (または電磁場テンソル)は Fµν = ∂µAν − ∂νAµで定義できるが, 実は共変微分Dµ

の交換関係を使っても定義できる. 非可換 gauge理論での field strengthを前者の形で定義しようとする
と可換 gauge理論で出てこない gauge場の交換関係が余計につくが, 後者の共変微分で定義しようとす
ると, 可換, 非可換 gauge理論で形が変わらない.
さらに式 (B.4.22)の計算を進めていく. 等式 e−ikµx

µ
DE
µe

ikµxµg(x) = e−ikµx
µ
(∂µ−ieAE

µ)e
ikµxµg(x) =

(DE
µ+ikµ)g(x)が成り立つ. g(x)は適当な関数である. 式 (B.4.22)に出てくる f(x)は滑らかなのでTaylor

展開でき, e−ikµxµf
(
[DE]2

)
eikµx

µ
= f

([
DE + ikµ

]2)のように共変微分をDE → DE + ikµと置き換え
れば e−ikµx

µ
f
(
[DE]2

)
eikµx

µ の部分が計算できる. これらを用いて式 (B.4.22)をさらに変形していくと,

i

2
log J(α) = lim

M→∞

∫
dD+1xE α

∫
dD+1k

(2π)D+1
Tr

[
e−ikµx

µ
γD+1f

(
DEµDE

µ − ie
4 [Γ

µ,Γν ]FE
µν

M2

)
eikµx

µ

]

= lim
M→∞

∫
dD+1xE α

∫
dD+1k

(2π)D+1
Tr

[
γD+1f

((
DE + ik

)2 − ie
4 [Γ

µ,Γν ]FE
µν

M2

)]

= lim
M→∞

∫
MDdD+1xE α

∫
dD+1k

(2π)D+1
Tr

[
γD+1f

((
DE

M
+ ik

)2

−
ie
4 [Γ

µ,Γν ]FE
µν

M2

)]
(B.4.24)

を得る.
(
DE + ik

)2
=
(
DEµ + ikµ

)(
DE
µ + ikµ

)
と置いて, 最後の等式で波数を kµ → Mkµとして積分

の変数を変換した. ここまではD次元のDirac場に対する chiral変換の Jacobianの計算式であった. こ
こからは具体的に次元をしていていく.

(1+1)-dの場合

D + 1 = 2の (1+1)-dの場合について考える. この場合が 2次元量子ホール効果のエッジの理論に対応
する. Jacobian (B.4.24)は

i

2
log J(α) = lim

M→∞

∫
M2d2xE α

∫
d2k

(2π)2
Tr

[
γ2f

((
DE

M
+ ik

)2

−
ie
4 [Γ

µ,Γν ]FE
µν

M2

)]
(B.4.25)

である. 式 (B.4.25)の関数 f を −kµkµ 周りに展開する. 展開するときに 1/M の 3次以上が出ると,
limM→∞M2/M3 → 0となるから, Taylor展開は高々 2次までで十分である. また Tr[γ2] = 0より
Taylor展開において 1次の [Γµ,Γν ]が付いている項以外の寄与は 0になる. したがって (B.4.25)は

i

2
log J(α) =−

∫
d2xE α

∫
d2k

(2π)2
f ′(−kµkµ)Tr

[
ie

4
γ2[Γ

µ,Γν ]FE
µν

]
=− ie

4

∫
d2xE α

(
− 1

4π

)
(−4i)εµνFE

µν

=

∫
d2xE α

e

4π
εµνFE

µν (B.4.26)
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と変形できる. 途中 2つの等式 Tr [γ2[Γ
µ,Γν ]] = −4iεµν と

∫
d2k/(2π)2f ′(−kµkµ) = −1/(4π)を使った.

導出はそれぞれ以下である.

Tr
[
γ2
[
Γ0,Γ1

]]
=Tr

[
γ2
[
iγ0, γ1

]]
= Tr [σz[iσx, iσy]]

=− iTr
[
2(σz)2

]
= −4 (B.4.27)

µ = νでは 0で µ, ν = 0, 1しかないから Tr [γ2[Γ
µ,Γν ]] = −4iεµν が成立.

d2k

(2π)2
f ′(−kµkµ) =

1

4π2

∫ ∞

0
kdk

∫ 2π

0
dφ

df(k2)

d(k2)
(k2 = (k0)2 + (k1)2)

=
1

2π

∫ ∞

0
kdk

df(k)

2kdk
=

1

4π

∫ ∞

0
dk

df(k)

dk

=
1

4π
(f(∞)− f(0)) = − 1

4π
(B.4.28)

である. 2次元波数空間中で極座標表示して関数 f(x)の 0で値が 1になり, 値が大きくなると素早く 0
に近づく性質を使った.
最後に τ = it, FE

µν = −iFµνと置いて*2, 実時間に戻ると, 最終的に (1+1)-dの Jacobianは式 (B.4.26)
より

J(α) = exp

[
−i
∫
d2x α

e

2π
εµνFµν

]
(B.4.30)

と求めることが出来る. Chiral anomaly方程式 (B.4.8)に J(α)を代入して, 以上より, (1+1)-dの chiral
anomaly

∂µj
µ
2 = 2miψ̄γ2ψ +

e

2π
εµνFµν , jµ2 = ψ̄γµγ2ψ (B.4.31)

が得られる.

(3+1)-dの場合

次にD + 1 = 4の (3+1)-dの場合について計算する. 4次元量子ホール効果の境界の理論を求めること
に対応する. D + 1次元の Jacobianの途中式 (B.4.24)にD + 1 = 4を代入して,

i

2
log J(α) = lim

M→∞

∫
M4d4xE α

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ4f

((
DE

M
+ ik

)2

−
ie
4 [Γ

µ,Γν ]FE
µν

M2

)]
(B.4.32)

を得る. (1+1)-dと同じように f を Taylor展開する. M → ∞の極限を取るので, Taylor展開は高々
1/M4のオーダーまで取ればよい. (3+1)-dでの γ行列は

Γ0 = −iγ0 = −i
(
0 I2
I2 0

)
, Γi = γi =

(
0 −σi
σi 0

)
, γ4 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
I2 0
0 −I2

)
(B.4.33)

であるから, これを用いて, Tr [γ4] = 0,Tr [γ4[Γ
µ,Γν ]] = 0を示すことが出来る. つまり式 (B.4.32)の f

の Taylor展開で 2つの [Γµ,Γν ]が付く項しか Jacobianに寄与しない.

i

2
log J(α) =

∫
d4xE α

∫
d4k

(2π)4
1

2
f ′′(−kµkµ)

(
− e

2

16

)
FE
µνF

E
ρσ Tr [γ4[Γ

µ,Γν ][Γρ,Γσ]]. (B.4.34)

*2FE
µν = −iFµν について, 具体的に計算する. ∂τ = −i∂t, A

E
0 = −iA0 より,

FE
01 = ∂τA

E
1 − ∂1A

E
0 = −i(∂tA1 − ∂1A0) = −iF01 (B.4.29)

である. F00 = F11 = 0, F01 = −F10 より, FE
µν = −iFµν が得られた.
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最後に (B.4.34)を計算するために 2つの公式を使う.

Tr [γ4[Γ
µ,Γν ][Γρ,Γσ]] = −16εµνρσ (B.4.35)∫

d4k

(2π)4
f ′′(−kµkµ) =

1

16π2
, f(x) = e−x. (B.4.36)

後者の公式の証明をする. まず f(−kµkµ)は k2にのみ依存するので, 4次元の極座標に積分を変数変換
したら計算しやすい： ∫

d4k =

∫ ∞

0
k3dk

∫ π

0
sin2 θdθ

∫ π

0
sinφdφ

∫ 2π

0
dσ (B.4.37)

=

∫ ∞

0
k3dk × π

2
× 2× 2π = 2π2

∫ ∞

0
k3dk. (B.4.38)

また関数 f(x)の具体形として f(x) = e−xを考える. e−0 = 1かつ xが大きいと素早く 0に近づくので,
関数 f(x)の要請に適合している. よって積分を計算すると,∫

d4k

(2π)4
f ′′(−kµkµ) =

2

16π2

∫ ∞

0
k3dk

d

d(k2)

d

d(k2)
e−k

2
=

1

16π2

∫ ∞

0
k2d(k2) e−k

2

=
1

16π2

∫ ∞

0
xdx e−x =

1

16π2
(B.4.39)

となり, 公式が導出できた. 式 (B.4.34)に代入して

i

2
log J(α) =

∫
d4xE α

1

2
× 1

16π2
× (−16εµνρσ)×

(
− e

2

16

)
FE
µνF

E
ρσ

=

∫
d4xE α

e2

32π2
εµνρσFE

µνF
E
ρσ (B.4.40)

−→ J(α) =− i
∫
d4xE α

e2

16π2
εµνρσFE

µνF
E
ρσ (B.4.41)

を得る. 最後に τ = it, εµνρσFE
µνF

E
ρσ = 4εµνρσ∂µA

E
ν ∂ρA

E
ρ = −4iεµνρσ∂µAν∂ρAρ = −iεµνρσFµνFρσ と置

き換えて*3 実時間表示へ戻ると, 最終的に Jacobianは

J(α) = exp

[
−i
∫
d4x α

e2

16π2
εµνρσFµνFρσ

]
(B.4.43)

となる. Chiral anomaly方程式 (B.4.8)より, (3+1)-dでの chiral anomalyは

∂µj
µ
4 = 2miψ̄γ4ψ +

e2

16π2
εµνρσFµνFρσ, jµ4 = ψ̄γµγ4ψ (B.4.44)

となる.

*3FE
µνF

E
ρσ = −iεµνρσFµνFρσ を示す.

εµνρσFE
µνF

E
ρσ = 4εµνρσ∂µA

E
ν ∂ρA

E
ρ (B.4.42)

より, µ, ν, ρ, σの中で必ず 1回だけ虚時間成分が出てくる. 微分に虚時間成分が出てきたら, ∂τ = −i∂t,ベクトルポテンシャルに虚
時間成分が出てきたら, AE

0 = −iA0より, (µ, ν, ρ, σ)がどんな組み合わせでも必ず−iが出てくるので, FE
µνF

E
ρσ = −iεµνρσFµνFρσ

が成立する.
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B.5 Atiyah-Singerの指数定理
(1+1)-dと (3+1)-dの Jacobianについて, それぞれ

D = 2 : J(α) = exp

[
−i
∫
d2x α

e

2π
εµνFµν

]
(B.5.1)

D = 4 : J(α) = exp

[
−i
∫
d4x α

e2

16π2
εµνρσFµνFρσ

]
(B.5.2)

である. これらは Jacobian (B.4.18)

J(α) = exp

[
−2i lim

N→∞

N∑
n=1

∫
dD+1xE αφ†n(x)γD+1φn(x)

]
(B.5.3)

を正則化することによって導かれるのであった.実はこの 2つの Jacobianの表式の間に非自明な関係式
が存在する.
まず, Dirac演算子 /D

Eの固有方程式 /D
E
φn(x) = lnφn(x)について左から γD+1を作用させて, 反交

換関係
{
/D
E
, γD+1

}
= 0を使うと, γD+1φn(x)に対する固有方程式

/D
E
(γD+1φn(x)) = −ln(γD+1φn(x)) (B.5.4)

が導ける. これはつまり, ln 6= 0のとき, φn(x)は固有値 lnを持つ固有ベクトルで γD+1φn(x)は固有値
−lnを持つ固有ベクトルでである. Dirac演算子はエルミートなので, φn(x)と γD+1φn(x)は直交する.
すなわち, ln = 0を満たす zero modeのみが Jacobianに寄与する. よって Jacobianの expの中の因子
について ∑

n

∫
dD+1xE φ†n(x)γD+1φn(x)

=
∑

n∈{ln=0}

∫
dD+1xE

[
φ†n(x)

(
1 + γD+1

2

)2

φn(x)− φ†n(x)
(
1− γD+1

2

)2

φn(x)

]

=
∑

n∈{ln=0}

[∫
dD+1xE φ†R,n(x)φR,n(x)−

∫
dD+1xE φ†L,n(x)φL,n(x)

]
= nR − nL

≡Index
(
/D
)

(B.5.5)

となる. ここで φR,n, φL,nはそれぞれ zero modeの右巻き, 左巻きのDirac場で, nR, nLはそれぞれ zero
modeの右巻き, 左巻のDirac Fermionの数である. 右巻き左巻きのDirac場は射影演算子

PR =
1 + γD+1

2
, PL =

1− γD+1

2
(B.5.6)

を用いて, φR,n = PRφn, φL,n = PLφnで得られる. PR, PLは射影演算子なので, 射影演算子が満たすべ
き性質

PR + PL = 1, P 2
R = PR, P 2

L = PL (B.5.7)

を満たす. 右巻き zero modeの Dirac Fermionと左巻き Dirac Fermionの差は指数と呼ばれ Index
(
/D
)

で表す. 式 (B.5.1), (B.5.2), (B.5.5)を比較すると, 指数と gauge場の間に非自明な関係式

D = 2 : Index
(
/D
)
= nR − nL =

∫
d2x

e

4π
εµνFµν =

∫
d2x

e

2π
Ex (B.5.8)

D = 4 : Index
(
/D
)
= nR − nL =

∫
d4x

e2

32π2
εµνρσFµνFρσ =

∫
d4x

e2

4π2
E ·B (B.5.9)
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が成立する. 左辺はDirac場の微分方程式の解の個数で, 右辺は gauge場のトポロジカルな数であり, こ
の異なる量が結びついている非自明な関係式である. 実はこの関係式はAtiyah-Singerの指数定理と
いう非自明な定理の特別な場合である. Atiyah-Singerの指数定理の一般形は, D = 2n次元閉多様体X
上のDirac Fermion系に SU(N) gauge場が結合しているとする. そのとき,

Index
(
/D
)
= nR − nL =

∫
X

1

n!
Tr
[( e

2π
F
)n]

, (B.5.10)

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , Fµν =
i

e
[Dµ, Dν ]. (B.5.11)

である. F は SU(N) gauge場の field strengthで微分形式で定式化されている. Atiyah-Singerの指数定
理はDirac Fermionが gauge場に加えて重力場にも結合する場合に定式化されており, 式 (B.5.10)はその
特別な場合である. Atiyah-Singerの指数定理は境界付き多様体の場合にも拡張され, Atiyah-Patodi-
Singerの指数定理 (APS指数定理)と呼ばれる. APS指数定理の性質は, anomalyの相殺を通じて, ト
ポロジカル絶縁体のバルクエッジ対応を説明する, その数学的保証を与えるこのことから近年，素粒子
論，物性理論の研究で注目されている定理である [92].
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Appendix C

Weyl半金属

C.1 Background

基礎的なWeyl半金属を reviewする前に, 簡単な歴史について述べておく [28, 93]. 1928年の P.A.M.
Diracによる相対論的な電子を記述する Dirac方程式の構築のすぐあと, 1929年に Hermann Weylは
massless Dirac fermionの場合にDirac方程式は簡単になることを示した [94]. この方程式ではmassless
Dirac fermionは 2つの masslessで異なる決まった chiralityを持つ fermionで記述されている. この
massless fermionはWeyl fermionと呼ばれ, 素粒子の 1つであるニュートリノはWeyl fermionだと思
われていた. しかしニュートリノには質量があると明らかになったことで [95, 96], 高エネルギー物理学
ではまだWeyl fermionは観測されていない.
しかしながら, 物性物理学ではある波数空間上の点付近でバンド構造が線形分散になり, 物質系での

Weyl fermionの実現の議論がしばしばあった. 例としてMurakamiらによる 3次元トポロジカル絶縁体
のトポロジカル相転移に関する研究である [97, 98]. Murakamiらは空間反転対称性が破れた 3次元トポ
ロジカル絶縁体のギャップが閉じるとき, Weyl点が出現し, Weyl点は波数空間での磁気モノポールの
効果を持つことを示した. これはWeyl点のトポロジカルな効果を持つことを表している. さらにWan
らはWeyl点のトポロジカルな性質はフェルミアーク表面状態と呼ばれる特徴的な状態を実現し, フェ
ルミエネルギーがWeyl点付近の物質をWeyl半金属と命名した [27]. 原論文 [27]では第一原理計算に
よりY2Ir2O7がWeyl半金属であると予言したが, 最初に発見されたWeyl半金属は TaAsであり, 2015
年に観測された [99–102]. 実験的に観測されたWely半金属や他のトポロジカル半金属の一覧は [93]の
Appendix Aを参照されたい.

Dirac方程式とWeyl方程式

(3+1)-dのmassless Dirac fermionについて考える. Dirac方程式は

iγµ∂µψ = 0 (C.1.1)

である. γは 4×4の γ行列で, ψは 4成分Dirac場である. ここでは γ行列として, Weyl表示

γ0 =

(
0 I
I 0

)
, γi =

(
0 −σi
σi 0

)
, γ4 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
I 0
0 −I

)
(C.1.2)

を取るとする. ここで 4成分Dirac場 ψを 2成分ずつに ψ† =
(
ψ†
+, ψ

†
−

)
分ける. ψ±は γ4ψ± = ±ψ±を

満たすから, ψ±は chiralityが±1の状態である. このとき, Dirac方程式は

i

(
0 ∂0 − σj∂j

∂0 + σj∂j 0

)(
ψ+

ψ−

)
= 0

−→ i
(
∂0 − σj∂j

)
ψ− = 0, i

(
∂0 + σj∂j

)
ψ+ = 0 (C.1.3)
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のように, 2つに分解できる. ここで chiralityが±のWeyl HamiltonianをH± = ±k · σ = ∓i∇ · σ
と定義すると, Dirac方程式は

i∂tψ± = H±ψ± (C.1.4)

となる. これは (3+1)-d のmassless Dirac fermionは +1と −1の chiralityを持つ 2つの粒子で記述で
きることを表している. この粒子をWeyl fermionと呼び, Weyl fermionを記述する方程式 (C.1.4)を
Weyl方程式と呼ぶ. 以下では波数空間中のある点 (k = 0のような高対称点とは限らない) 付近の電子
を記述する方程式がWeyl方程式となるような物質について議論するが, その前にバンドの縮退について
考える.

偶然縮退

基本的にエネルギーバンドはレベル反発によりお互い反発し, 時間反転対称性などの何らかの対称性が
無ければ縮退はしない. 対称性由来の縮退は対応する対称操作に対して不変な波数に縮退点が現れる. こ
こでは対称性由来以外の縮退について考える.

2バンド模型について考える. 2バンド模型は 2× 2のHamiltonianによって記述されるが, 一般の物
質は常に 2 × 2の Hamiltonianによって記述できるわけではない. しかし今は 2つのバンドが縮退する
かしないかを議論するため, 数あるバンドのうちから 2つのバンドを選んでその Hamiltonianを考えて
いるとする. Hamiltonianは

H(k) = R(k) · σ (C.1.5)

と表せる. この時のエネルギー固有値は E(k) = ±
√
R2

1 +R2
2 +R2

3であり, 2
√
R2

1 +R2
2 +R2

3のエネル
ギーギャップが存在し, このギャップ中にフェルミエネルギーが位置しているとすると, 系は絶縁体とな
る. エネルギーギャップが閉じるためには, R1(k) = R2(k) = R3(k) = 0という 3つの方程式を満たす
必要がある. 今 3次元系を考えており, 変数は kx, ky, kzの 3つがあるので, 3つの変数に対して 3つの方
程式があるから解が存在する. 解を k = k0とすると, この点は 2つのバンドが縮退し, しかも k0は高対
称点とは限らない. 実は k0での縮退は外部からの摂動に対して安定して存在してトポロジカルな意味を
持つ. 安定して存在するということの説明として図 C.1.1の (a)がある. 3つの方程式Ra(k) = 0は 3次
元中に 3つの平面を出現させ, この交点が k0となる. 外部から摂動を加えても, 方程式が変化し 3つの
平面が動くだけで, 縮退点 k0は場所は多少変わるが安定して存在し続ける.
縮退点k = k0の周辺の電子を記述する有効Hamiltonianを求める. Ra(k0+k) = Ra(k0)+∇Ra(k0)·

k = vkと展開できる. ここで ∇R1(k0) = ∇R2(k0) = ∇R3(k0) = ±v (v > 0)とした. したがって
Hamiltonianは

H(k) = ±vk · σ (C.1.6)

となる. これはまさに±1の chiralityを持つWeyl Hamiltonianである. つまり, 2バンド模型が縮退す
る周辺の電子はWeyl方程式に従い, この縮退点をWeyl点と呼ぶ. vは相対論的な場の理論では光速 c
に対応するが, ここでは光速より遅いWeyl fermionの速度である.

ここでH(k) = k ·σのときのBerry曲率を求める. Section 3.1.2の議論より, 2バンド系のBerry曲
率は

f = ±1

2

k − k0

|k − k0|3
= −

(
±1

2
∇k

1

|k − k0|

)
(C.1.7)

である. 先頭の±はHamiltonianの符号に対応している. ここでモノポール電荷を

ρ(k) =
1

2π
∇k · f(k) (C.1.8)

79



Go Back to the Contents C.2. Weyl半金属のトポロジカルな性質

と定義する. デルタ関数の公式∇2(1/r) = −4πδ(r)を使うと,

ρ(k) = ∓ 1

4π
∇2 1

|k − k0|
= ±δ(k − k0) (C.1.9)

を得る. これはWeyl点k = k0に±1のモノポール電荷を持ったモノポールが存在し,その電荷は chirality
に対応していることを表している. モノポール電荷を Brillouin zone全体で足し合わせると, Brillouin
zoneの周期性から ∫

BZ
d3kρ(k) =

∫
BZ
d3k

1

2π
∇k · f(k) =

1

2π

∫
∂BZ

dSk · f = 0 (C.1.10)

となる. これは Birllouin zone全体でのモノポール電荷の総和は 0になる必要があることを表している.
つまり, 3次元系の格子系でWeyl fermionは単独で存在できなく, chiralityの和が 0になるように偶数
個のWeyl fermionでしか存在できない.

Weyl点がフェルミエネルギー付近に存在し, それ以外の点でギャップが開いているような場合, そ
のような物質をWeyl半金属と呼ぶ. まとめると, Weyl半金属とは Brillouin zoneのギャップが閉じる
Weyl点周りのHamiltonianがWeyl Hamiltonianによって与えられ, Weyl点では±1のモノポール電荷
を持つモノポールが存在し, その総和は 0となる. 図 C.1.1の (b)はWeyl点とモノポール電荷と Berry
曲率を形式的に表した図である.

Figure C.1.1: (a) Weyl点が安定している様子. Weyl点は 3つの変数に対する 3つの方程式の解となる
点であり, 図示すると 3枚の平面が交わる 1点に対応する. 外部から摂動を加えてもこの点が多少移動す
るだけであり, 存在し続ける. (b) はWeyl点にモノポールが存在する. モノポール電荷に応じで Berry
接続が湧きだしか吸い込みかになる.

C.2 Weyl半金属のトポロジカルな性質

C.2.1 Weyl半金属の有効模型

Weyl半金属の理解を深めるために, Weyl半金属の有効模型を考える. τ を軌道の自由度, σをスピンの
自由度として, Γ点付近の有効Hamiltonian

H(k) = v
(
τ1 ⊗ σ

)
· k +m

(
τ3 ⊗ I

)
+ b
(
I ⊗ σ3

)
+ b′

(
τ3 ⊗ σ3

)
(C.2.1)
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について議論する [103]. m, b, b′はそれぞれ質量, x, z方向のZeeman磁場である. Hamiltonian中の 4×4
行列について,

αi = τ1 ⊗ σi =
(
0 σi

σi 0

)
, α4 = τ3 ⊗ I =

(
I 0
0 −I

)
β = I ⊗ σ3 =

(
σ3 0
0 σ3

)
, β′ = τ3 ⊗ σ1 =

(
σ1 0
0 −σ1

)
(C.2.2)

と定義する. α行列については Clifford代数の関係
{
αa, αb

}
= 2δab を満たす. これを用いると, 有効

Hamiltonianは

H(k) = vα · k +mα4 + bβ + b′β′ = Ra(k)α
a + bβ + b′β′ (C.2.3)

と書き直せる. R1 = vkx, R2 = vky, R3 = vkz, R4 = mである. このときのエネルギー固有値を求める.
式 (C.2.3)を 2乗して,

[H(k)]2 =
[
Ra(k)α

a + bβ + b′β′
][
Rb(k)α

b + bβ + b′β′
]

=
1

2
RaRb

{
αa, αb

}
+ b2 +

(
b′
)2

+Ra
[
b{αa, β}+ b′

{
αa, β′

}]
+ bb′

{
β, β′

}
(C.2.4)

となる. ここで反交換関係についての公式{
αa, αb

}
= 2δab,

{
α4, β

}
= 2

(
σ3 0
0 −σ3

)
,
{
α4, β′

}
= 2

(
σ1 0
0 σ1

)
{
α3, β

}
= 2

(
0 I
I 0

)
,
{
α2, β′

}
= 2

(
0 iσ3

−iσ3 0

)
,
{
α3, β′

}
= 2

(
0 −iσ2
iσ2 0

)
(C.2.5)

を使う. ただしここに書いていない反交換関係は 0である.

[H(k)]2 = RaRa + b2 +
(
b′
)2

+ 2b

[
R3

(
0 I
I 0

)
+R4

(
σ3 0
0 −σ3

)]
+ 2b′

[
R2

(
0 iσ3

−iσ3 0

)
+R3

(
0 −iσ2
iσ2 0

)
+R4

(
σ1 0
0 σ1

)]
(C.2.6)

なので, エネルギー固有値を求めるためには式 (C.2.6)を対角化してからルートを取ればよい. R1 =
vkx, R2 = vky, R3 = vkz, R4 = mを復活させると, エネルギー固有値は

E(k) = ±
√
v2k2 +m2 + b2 + (b′)2 ± 2

√
b2(v2k2z +m2) + (b′)2

(
v2k2y + v2k2z +m2

)
(C.2.7)

となる. 4バンド模型なので 4つのエネルギー固有値が出てくる. 以下では特定のパラメータのときのバ
ンド図を調べていく.

1. m = b = b′ = 0のとき, エネルギー固有値は

E(k) = ±v|k| (C.2.8)

となる. 各バンドは常に 2重に縮退していて, 4重に縮退する点が存在する. フェルミエネルギー
が 4重に縮退している点上に位置しているとき, この物質をDirac半金属と呼ぶ. Dirac半金属の
ような 4重の縮退が一般に起こるためには空間の次元が 5以上である必要があり, Dirac半金属を
実現するためには何らかの空間対称性を考慮する必要がある. Dirac半金属のバンド図は図 C.2.1
の (a)である.
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2. b′ = 0, |m| > |b|のとき, エネルギー固有値は

E(k) = ±
√
v2k2 +m2 + b2 ± 2

√
b2(v2k2z +m2) (C.2.9)

で |m| > |b|より, E(k) = 0となる点は存在しない. これはエネルギーギャップが生成し系は磁性
半導体となることを意味する. 磁性半導体のバンド図は図 C.2.1の (b)である.

3. b′ = 0, |m| < |b|のとき, エネルギー固有値は

E(k) = ±
√
v2k2 +m2 + b2 ± 2

√
b2(v2k2z +m2) (C.2.10)

となり, k =
(
0, 0,±

√
b2 −m2/v

)
で E(k) = 0となる. フェルミエネルギーが縮退点上にあると

きWeyl半金属となり, k =
(
0, 0,±

√
b2 −m2/v

)
がWeyl点となる. Weyl半金属のバンド図は図

C.2.1の (c)である.

4. m = b = 0のとき, エネルギー固有値は

E(k) = ±
√
v2k2x +

[
v
√
k2y + k2z +±b′

]2
(C.2.11)

となり, kx = 0,
√
k2y + k2z = b′/vを満たす領域で E(k) = 0となっている. このように曲線上に縮

退し, フェルミエネルギーがこの曲線付近の物質をノーダルライン半金属と呼ぶ. ノーダルライン
半金属のバンド図は図 C.2.1の (d)である.

C.2.2 Fermi arc表面状態
フェルミエネルギーがバルクのギャップ中にある場合, 表面状態のエネルギー分散とフェルミエネルギー
が交差する点の集合は曲線となるが, この曲線をフェルミアークと呼ぶ. 一般的にフェルミアークは閉曲
線となるが, Weyl半金属の場合はフェルミアークが開曲線となる. これはWeyl半金属の大きな特徴で
あり, フェルミアーク表面状態と呼ばれる. 本節ではフェルミアーク表面状態を説明していく.

Brillouin zone中に図C.2.2のようにQ = ±1のモノポール電荷を持つ 2つのWeyl点があるWeyl半
金属を考える. この 2つのWeyl点は kz 方向に離れているとし, それぞれの kz 値を k± (k+ < k−)とす
る. ここで kz = const.で切断した 2次元 Brillouin zoneを考える. Weyl点以外 gappedなので, この 2
次元 Brillouin zoneに対して, 第 1 Chern数

Ch1(kz) =

∫
kz=const.

dkxdky
2π

fz(k) (C.2.12)

が定義できる. 第 1 Chern数 Ch1(kz)は kz = const.を貫く Berry曲率の磁束であるから図 C.2.2より,
kz < k+, k− < kz では 2つのWeyl点からの Berry曲率が打ち消し合い Ch1(kz) = 0となる. しかし
k+ < k < k−のとき, 図 C.2.2のように Berry曲率は打ち消されずに残り, Ch1(kz) = 1となる. つまり
このWeyl半金属中の 2次元 Brillouin zoneは量子ホール相に対応する. このとき, (100)表面の 2次元
Brillouin zoneについて考える. ここで kz を固定して ky, E のバンド図を描くとちょうど量子ホール相
の x方向が開放端条件で y方向が周期境界条件のバンド図が得られる. 図C.2.3は各 kzに対しての (100)
表面のバンド図を形式的に書いたものである. kz < k+, k− < kzではCh1(kz) = 0なので, (a), (c)のよ
うにエネルギーギャップがある. しかし k+ < kz < k−ではCh1(kz) = 1なので, (b)のように gaplessな
カイラルエッジモードが発生する. (b)の赤点がフェルミエネルギーとエッジバンドの交点だとすると,
kz を動かせば赤点が線となり, (100)表面の 2次元 Brillouin zoneに k+ < kz < k−の領域で図 C.2.2の
ように両端が閉じていない赤色のフェルミアーク表面状態が出現する. 以上の議論はWeyl半金属が量
子ホール相と自明な相の間にあることを示している. 実はWeyl半金属は空間反転対称性が破れた 3次
元トポロジカル絶縁体と自明な絶縁体との間に出現することも示すことが出来る. Section C.3でこれに
ついて証明を行う.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure C.2.1: 各バラメータに対する有効Hamiltonian (C.2.3)のバンド図. (a) はm = b = b′ = 0, v = 1
でDirac半金属である. (b)は m = 1, b = 0.5, b′ = 0で磁性半導体である. (c)はm = 1, b = 0.2, b′ = 0
でWeyl半金属である. (d)はm = b = 0, b′ = 1でノーダルライン半金属である. ノーダルライン半金属
は図の黒の実線の部分で縮退している.
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Fermi arc 
surface state2D BZ

Figure C.2.2: Weyl半金属のフェルミアーク表面状態の模式図.

Figure C.2.3: Weyl半金属中の表面 Brillouin zoneのバンド図の様子. 上下のバンドはそれぞれバルク
のバンドで, 第 1 Chern数が 0でないときはカイラルエッジモードが出現する.

C.2.3 異常ホール効果

Weyl半金属の電磁応答として異常ホール効果を考える. Kubo公式より, Hall伝導率は絶対零度で

σxy =
e2

~
1

(2π)3

∫
BZ
d3k fz(k) (C.2.13)

である. この計算を kz = const.の 2次元 Brillouin zoneで先に計算してから kz について和を取るとす
ると,

σxy =
e2

(2π)2~

∫ k−

k+

dkz Ch1(kz) =
e2

2πh
(k− − k+) (C.2.14)

となる. Weyl半金属の異常ホール効果のHall伝導度はWeyl点間の距離 k− − k+に依存する.
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C.3 3次元トポロジカル絶縁体のトポロジカル相転移
本節では空間反転対称性が破れた 3次元トポロジカル絶縁体と自明な絶縁体との間にWeyl半金属相が
出現することを示す [97, 98]. トポロジカル絶縁体について議論するので, 時間反転対称性 T−1H(k)T =
H(−k), T2 = −1を満たすとする. また空間反転以外の結晶対称性により発生する縮退は考えない, 一
般的な状況で議論する. さらに本節では単一のパラメータmを変化させることにより, トポロジカル絶
縁体と自明な絶縁体のトポロジカル相転移を制御できる状況を考える.

4バンド模型のHamiltonianの構成

P-symmetricな場合の 3次元トポロジカル絶縁体のトポロジカル相転移を考える前に, 4バンド模型の
Hamiltonianの対称性について考える. Dirac Hamiltonian

H(k) =

4∑
a=1

Ra(k)α
a (C.3.1)

について, 4×4の行列である α行列で表されているとする. Chiralityに対応する α5 = α1α2α3α4を定
義し, Clifford代数の関係

{
αa, αb

}
= 2δab (a, b = 1 · · · 5)を満たす. α行列の具体形はClifford代数の関

係を満たせば何でも良いが, α1, α2, α3はDirac方程式の運動項, α4は質量項に対応することを考えれば,
時間反転と空間反転に対して,

T−1αaT =

{
−αa (a = 1, 2, 3, 5)

+αa (a = 4)
, P−1αaP =

{
−αa (a = 1, 2, 3, 5)

+αa (a = 4)
(C.3.2)

と変換する必要がある. ここで任意の 4バンド模型の Hamiltonianを構成するためには, 単位行列を含
めたこの 5つの α行列では足らない. なぜならばエルミートな 4×4行列は 16個のパラメータで表せら
れるからである. 残りの 10個の α行列に関しては, αa (a = 1, · · · , 5)を用いて,

αab =
1

2i

[
αa, αb

]
, (a < b) (C.3.3)

で定義される. 表 C.3.1は α行列の時間反転, 空間反転に対する変換性の一覧である. 以上の 16個の α
行列を用いて, 任意の 4バンド模型は

H(k) = R0(k)I +

5∑
a=1

Ra(k)α
a +

5∑
a,b=1
a<b

Rab(k)α
ab (C.3.4)

と表される.

P-symmetricな場合

ここで時間反転対称性と空間反転対称性がある 4バンド模型を考え, そのときの価電子バンドと伝導バ
ンドのギャップが閉じることがあるのかを考える*1. それぞれの対称性の条件は

T−1H(k)T = H(−k), P−1H(k)P = H(−k) (C.3.5)

である. α行列は表C.3.1のように変換することを用いると, T,P対称性がある場合はRab(k) = 0である
ことが導ける. なぜならば, 時間反転と空間反転で α行列の変換の仕方が異なり, Rab(k)は奇関数かつ偶

*12 バンド模型では T,P の両方の対称性を満たす Hamiltonian は構成できない. Hamiltonian を R(k) · σ としたとき,
T : σ → −σ であるが, P : σ → σ なので係数のR(k)は奇関数かつ偶関数となり 0となるからである.
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α行列 時間反転 T 空間反転 P

α1, α2, α3 −1 −1

α4 +1 +1

α5 −1 −1

α12, α13, α23 −1 +1

α14, α24, α34 +1 −1

α15, α25, α35 −1 +1

α45 +1 −1

Table C.3.1: α行列の時間反転, 空間反転に対する変換性の一覧.

関数という条件が付くからである. したがって T,P対称性がある 4バンド模型の一般的なHamiltonian
はエネルギーの原点を決めるR0(k)を 0として,

H(k) =

5∑
a=1

Ra(k)α
a (C.3.6)

となる. Hamiltonian (C.3.6)のエネルギー固有値を求める. 式 (C.3.6)を 2乗して

[H(k)]2 =
5∑

a,b=1

Ra(k)α
aRb(k)α

b =
1

2
RaRb

{
αa, αb

}
=

5∑
a=1

[Ra]
2 (C.3.7)

となるから, エネルギー固有値は E(k) = ±
√∑5

a=1 [Ra(k)]
2となる. つまり T,P対称性がある場合, エ

ネルギーバンドは常に 2重縮退している. 価電子バンドと伝導バンドが縮退し, エネルギーギャップが
閉じる条件はRa = 0 (a = 1, · · · , 5)である. これは 5本の方程式であるが, 系の変数は (m,k)の 4つよ
り, エネルギーギャップは閉じないように思えるかもしれない. しかしこの場合でも時間反転対称運動量
Γiで閉じることが示せる*2. 時間反転対称運動量は Γi = −Γiを満たすので, Ra(Γi) = 0, (a = 1, 2, 3, 5)
となる. したがって k = Γi での Hamiltonianは H(Γi) = R4(Γi)α

4 より, 変数 mに対して方程式が
R4(Γi) = 0の 1個であるからエネルギーギャップが閉じる. 以上より, 時間反転対称性と空間反転対称
性を満たす 3次元トポロジカル絶縁体のエネルギーギャップはあるm = m0のとき, k = Γiで閉じ, バ
ンドの反転が起こり, トポロジカルに自明な絶縁体へ転移する.

P-asymmetricな場合

次に時間反転対称性があり, 空間反転対称性が無い場合を考える. このとき k = Γiを除いてバンドは縮
退していないから, エネルギーギャップが閉じるか考える場合は, 価電子帯, 伝導帯からそれぞれ 1つず
つの計 2つのバンドのみを考慮すればよい. HamiltonianはR(k) ·σとなり, エネルギーギャップが閉じ
るための条件はRa = 0 (a = 1, 2, 3)の 3つになる. 今変数は (m,k)の 4つであるから, ある 0でない領
域でエネルギーギャップが閉じる. このエネルギーギャップが閉じる領域は (m,k)で曲線として現れる.
Section C.1の偶然縮退の議論からこの gapless点はWeyl点になっている. したがって空間反転対称性
が破れた 3次元トポロジカル絶縁体と自明な絶縁体との間にWeyl半金属相が出現することが示された.
図 C.3.1の次元トポロジカル絶縁体と自明な絶縁体のトポロジカル相転移の概念図である. (b)の赤

線のようにパラメータが変化した時, Weyl半金属相に入ると (a)のようにWeyl点がペアで生成し, (b)
でWeyl半金属相を抜け gappedなトポロジカル絶縁体相に入ると, (a)のようにWeyl点はペアで消滅

*2実はここで議論している模型は価電子バンドと伝導バンドが異なるパリティを持つことが仮定されている. 同じパリティ
を持つ場合, α行列の Pに対する変換性が少し異なる.
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する*3. 空間反転対称性がある場合はエネルギーギャップが閉じるのはあるm0 だけであり, そこでは
Dirac半金属相が出現する.
さらにMurakamiらは 1つのパラメータmに依存している時間反転対称性を満たし空間反転対称性

を満たさないバンド絶縁体に対して, 全ての空間反転対称性を破る空間群について, どのようにな gapless
相が出現するか調べた. この結果, 系は常にWeyl半金属相もしくはノーダルライン半金属相を持つこと
が分かった [104].

Pair creation

Pair creation

Pair 
annihilation

Pair 
annihilation

Trivial
Insulators

Topological
Insulators

Weyl
Semimetals

Weyl
Semimetals Dirac

Semimetals

Figure C.3.1: Weyl点の様子と 3次元トポロジカル絶縁体の相図. (a)はmが (b)の赤線のように動いた
時, Weyl点の生成と消滅の様子を描いている. (b)は 3次元トポロジカル絶縁体の相図でパラメータm
を自明な絶縁体から動かすと, Weyl半金属相に入りトポロジカル絶縁体相へ転移する. δ = 0は空間反
転対称性がある場合を表し, そのときはDirac半金属相が 1点だけ出現する.

*3時間反転対称性を満たすとき, Berry曲率は f(−k) = −f(k)より, モノポール電荷は ρ(−k) = ρ(k)となるから, Weyl点
は原点対称で分布している. さらに Kramers縮退より, +1,−1の chiralityを持つWeyl点が偶数個出てくるので, 最低でも
Weyl点は 4つ存在する.
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計算の詳細

D.1 非可換Berry接続と曲率

本文の中で定義されているが, ここでもう一度非可換 Berry接続と曲率の定義を与えておく.

非可換 Berry接続と曲率

非可換 Berry曲率 aαβi (k)と非可換 Berry曲率 fαβij (k)を以下のように定義する.

aαβi (k) = −i
〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣uβ,k〉 (D.1.1)

fαβij (k) =
∂

∂ki
aαβj (k)− ∂

∂kj
aαβi (k) + i[ai(k), aj(k)]

αβ (D.1.2)

|uα,k〉はバンド α, 波数 kのセル周期関数である. aαβi の (α, β)は行列の添え字で, iは k1, k2, · · ·
方向を区別する添え字である. バンドの添え字が α, β = 1, 2, · · · , N で, 波数の添え字が i, j =
1, 2, · · · , dであるとする.

本文やこの付録では Einsteinの縮約規則を用い, 同じ文字が 2度出てきたら和を取ることを意味す
る. 全ての和を Einsteinの縮約規則を用いて表すとは限らず, 普通に

∑
を使う場合もある. また行列と

その成分を厳密に区別した記法は用いない. 例えば, A,Aαβはそれぞれ行列と行列の要素であるが, 式変
形の途中でA = Aαβ のような使い方をする場面がある.

D.2 非可換Berry接続と曲率のgauge変換

セル周期関数は, gauge変換の自由度を持つが, それに伴う非可換Berry接続と曲率の gauge変換につい
て議論する.

非可換 Berry接続と曲率の gauge変換

セル周期関数を混ぜ合わせる U(N) gauge変換を∣∣u′α,k〉 =∑
β

Uβα(k) |uβ,k〉 (D.2.1)
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と定義する. U(k)はN ×N のユニタリ行列である. 添え字の順番に注意する. この変換の下で,
非可換 Berry接続と曲率は

a′i(k) = U †(k)ai(k)U(k)− iU †(k)
∂

∂ki
U(k) (D.2.2)

f ′ij(k) = U †(k)fij(k)U(k) (D.2.3)

と変換する. 非可換Berry接続と曲率は gauge不変ではないが, Tr [fij(k)]は gauge不変な量であ
ることが分かる.

証明

定義通りの計算していく. まずは非可換 Berry接続について,

a′αβi (k) = −i
〈
u′α,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣u′β,k〉

= −i

[∑
γ

Uγα(k) |uγ,k〉

]†
∂

∂ki

[∑
δ

Uγβ(k) |uδ,k〉

]

=
∑
γ,δ

U∗
γα(k)Uδβ(k)(−i)

〈
uγ,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣uδ,k〉− i∑

γ,δ

U∗
γα(k)

∂

∂ki
Uδβ(k)δγδ

=
[
U †(k)

]
αγ
aγδi (k)[U(k)]δβ − i

[
U †(k)

]
αγ

∂

∂ki
[U(k)]δβ (D.2.4)

である. 次に非可換 Berry曲率について,

f ′ij(k) =
∂

∂ki
a′i(k)−

∂

∂kj
a′i(k) + i

[
a′i(k), a

′
j(k)

]
=

∂

∂ki

(
U †(k)aj(k)U(k)− iU †(k)

∂

∂kj
U(k)

)
− ∂

∂kj

(
U †(k)aj(k)U(k)− iU †(k)

∂

∂kj
U(k)

)
+ i

[
U †(k)ai(k)U(k)− iU †(k)

∂

∂ki
U(k), U †(k)aj(k)U(k)− iU †(k)

∂

∂kj
U(k)

]
=
(
∂iU

†
)
ajU + U †(∂iaj)U + U †aj(∂iU)− i

(
∂iU

†
)
∂jU − iU †∂i∂jU

−
(
∂jU

†
)
aiU − U †(∂jai)U − U †ai(∂jU) + i

(
∂jU

†
)
∂iU − iU †∂j∂iU

+ i
[
U †aiU,U

†ajU
]
+ i
[
U †ai,−iU †∂jU

]
+ i
[
−iU †∂iU,U

†ajU
]
+ i
[
−iU †∂iU,−iU †∂jU

]
=
(
∂iU

†
)
ajU − i

(
∂iU

†
)
∂jU −

(
∂jU

†
)
aiU + i

(
∂jU

†
)
∂iU − U †(∂jU)U †aiU + U †(∂iU)U †ajU

+ U †(∂iaj − ∂jai + i[ai, aj ])U

となる. ここで 0 = ∂i(U
†U) =

(
∂iU

†)U + U †(∂iU)を使うと,

f ′ij(k) = U †(k)

(
∂

∂ki
aj(k)−

∂

∂kj
ai(k) + i[ai(k), aj(k)]

)
U(k)

= U †(k)fij(k)U(k) (D.2.5)

となり, 公式を証明できた.
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D.3 非可換Berry接続と曲率 (微分形式)

本文では微分形式は用いないが, 微分形式を用いて議論した方が簡潔であることがあるので, 微分形式を
用いた非可換 Berry接続と曲率を書いておく.

非可換 Berry接続と曲率 (微分形式)

微分形式で書かれた非可換 Berry接続と曲率をそれぞれ ãα,β, f̃αβ とすると,

ãα,β = aαβi (k) dki (D.3.1)

f̃αβ = dãαβ + ãαγ ∧ ãγβ =
1

2
fαβij (k) dki ∧ dkj (D.3.2)

で与えられる. Gaugeは gを 0-formとすると, gauge変換は

ã′ = g−1ãg + g−1dg (D.3.3)
f̃ ′ = g−1f̃g (D.3.4)

で与えられる.

証明

非可換 Berry曲率は微分形式の計算より,

f̃αβ = dãαβ + ãαγ ∧ ãγβ

=
∂

∂ki
aαβj dki ∧ dkj + aαγi dki ∧ aγβj dkj

=
1

2

(
∂

∂ki
aαβj −

∂

∂kj
aαβi + [ai, aj ]

αβ

)
dki ∧ dkj

=
1

2
fαβij (k) dki ∧ dkj (D.3.5)

となる. 微分形式では虚数単位 iを含まずに

aαβi (k) =

〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣uβ,k〉 (D.3.6)

fαβij (k) =
∂

∂ki
aαβj (k)− ∂

∂kj
aαβi (k) + [ai(k), aj(k)]

αβ (D.3.7)

と定義した方が表式が綺麗になる. Gauge変換についても微分形式の計算より, Berry接続については

ã′ = g−1ãg + g−1dg

= g−1aig dk
i + g−1 ∂

∂ki
g dki

=

(
g−1aig + g−1 ∂

∂ki
g

)
dki (D.3.8)
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であり, Berry曲率については,

f̃ ′ = dã′ + ã′ ∧ ã′

=
∂

∂ki

(
g−1ajg + g−1 ∂

∂kj
g

)
dki ∧ dkj

+

(
g−1aig + g−1 ∂

∂ki
g

)(
g−1ajg + g−1 ∂

∂kj
g

)
dki ∧ dkj

=
[(
∂ig

−1
)
ajg + g−1(∂iaj)g + g−1aj(∂ig) +

(
∂ig

−1
)
(∂jg) + g−1∂i∂jg

]
dki ∧ dkj

+
[
g−1aiajg + g−1ai(∂jg) + g−1(∂ig)g

−1ajg + g−1(∂ig)g
−1(∂jg)

]
dki ∧ dkj

となる. ここで 0 = ∂i
(
g−1g

)
=
(
∂ig

−1
)
g + g−1(∂ig)を使うと,

f̃ ′ = g−1(∂iaj + aiaj)g dk
i ∧ dkj = g−1 1

2

(
∂

∂ki
aj −

∂

∂kj
ai + [ai, aj ]

)
g dki ∧ dkj

= g−1fijg dk
i ∧ dkj (D.3.9)

となるので, 微分形式での Berry曲率の gauge変換の公式が求められた.

D.4 時間反転演算子

時間反転演算子

本文で具体的に出てくる class AIIの時間反転演算子 Tは 1粒子 Hamiltonianに作用する反ユニ
タリ演算子で T2 = −1も満たす. この時間反転演算子は以下の公式

〈ψk|T|φk〉 = −〈φk|T|ψk〉 (D.4.1)
〈Tψk|Tφk〉 = 〈φk|ψk〉 (D.4.2)〈
Tψk

∣∣TAT−1
∣∣Tφk〉 = 〈φk∣∣∣A†

∣∣∣ψk

〉
(D.4.3)

を満たす. ここで |ψk〉 , |φk〉は 1粒子Hamiltonian H(k)の固有関数が張る 1粒子Hilbert空間上
の適当なベクトルである.

D.5 w行列
時間反転演算子 Tの行列表示であるw行列が満たす公式について議論する. w行列は時間反転対称性が
あるときの非可換 Berry接続の拘束条件として使われる.

w行列

w行列 wαβ(k) = 〈uα,−k|T|uβ,k〉は以下の性質・公式を満たす.

w†(k)w(k) = I (D.5.1)

|uα,−k〉 =
∑
β

w∗
αβ |Tuβ,k〉 (D.5.2)

ai(−k) = w(k)a∗i (k)w
†(k) + iw(k)

∂

∂ki
w†(k) (D.5.3)

fij(−k) = w(k)
[
−f∗ij(k)

]
w†(k) (D.5.4)
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1つの式はw行列のユニタリ性を表し, 3,4つ目の式はT2 = −1の時間反転対称性によるBerry接
続,曲率への拘束条件を表す.

証明

定義に沿って計算していく. 第 1式について,

w†(k)w(k) =
∑
γ

w∗
γα(k)wγβ(k)

=
∑
γ

〈uγ,k|Tuα,k〉∗ 〈uγ,k|Tuβ,k〉

=
∑
γ

〈Tuα,k|uγ,k〉 〈uγ,k|Tuβ,k〉

= 〈Tuα,k|Tuβ,k〉 = 〈uβ,k|uα,k〉 = δβα (D.5.5)

となる. 途中で時間反転演算子の公式 〈Tψk|Tφk〉 = 〈φk|ψk〉を使った. 第 2式について,

|uα,−k〉 = −T2 |uα,−k〉

=
∑
β

T |uβ,k〉 〈uβ,k|T |uα,−k〉

=
∑
β

T[|uβ,k〉wαβ] =
∑
β

w∗
αβ(k) |Tuβ,k〉 (D.5.6)

となる. 途中で公式 〈ψk|T|φk〉 = −〈φk|T|ψk〉を使った. 第 3式について, 第 2式を使って,

aαβi (−k) = −i
〈
uα,−k

∣∣∣∣ ∂

∂(−ki)

∣∣∣∣uβ,−k

〉

= i

[∑
γ

w∗
αγ(k) |Tuγ,k〉

]†
∂

∂ki

[∑
δ

w∗
βδ(k) |Tuδ,k〉

]

= i
∑
γ,δ

[〈
Tuγ,k

∣∣∣∣ ∂∂ki
∣∣∣∣Tuδ,k〉wαγ(k)w∗

βδ(k) + 〈Tuγ,k|Tuδ,k〉wαγ(k)
∂

∂ki
w∗
βδ(k)

]

= i
∑
γ,δ

[〈
∂

∂ki
uδ,k

∣∣∣∣uγ,k〉wαγ(k)w∗
βδ(k) + wαγ(k)

∂

∂ki
w∗
βδ(k)δδγ

]
= wαγ(k)a

∗γδ(k)
[
w†(k)

]
δβ

+ iwαγ(k)
∂

∂ki

[
w†(k)

]
γβ

(D.5.7)

となる. 第 4式については第 3式を使って定義通りに計算したら導出できる. ちょうど非可換 Berry曲
率の gauge変換の計算と似ている.

D.6 π行列
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π行列

空間反転演算子Pの行列表示である π行列 παβ(k) = 〈uα,−k|P|uβ,k〉は以下の性質・公式を満たす.

π†(k)π(k) = I (D.6.1)

|uα,−k〉 =
∑
β

π∗αβ |Puβ,k〉 (D.6.2)

ai(−k) = −π(k)ai(k)π†(k) + iπ(k)
∂

∂ki
π†(k) (D.6.3)

fij(−k) = π(k)fij(k)π
†(k) (D.6.4)

1つの式は π行列のユニタリ性を表し, 3,4つ目の式は空間反転対称性による Berry接続,曲率へ
の拘束条件を表す.

証明

w行列と同様に証明できる.

D.7 電気磁気分極
電気磁気分極

P3 = −
1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
(D.7.1)

が満たす公式を示す. ここで ∂i = ∂/∂ki, 空間の次元次元 d = 3である.

電気磁気分極

電気磁気分極 P3は以下の公式を満たす.

P3 = −
1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[{
fij −

2

3
iaiaj

}
ak

]
(D.7.2)

P ′
3 = P3 +

1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
(D.7.3)

2P3 =
1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
w†∂iw

)(
w†∂jw

)(
w†∂kw

)]
(D.7.4)

第 3式は T2 = −1の classの時間反転対称性を満たすときに成立する式である.

証明

第 1式の第 1項について,∫
d3k εijk Tr [fijak] =

∫
d3k εijk Tr [(∂iaj − ∂jai + i[ai, aj ])ak]

=

∫
d3k εijk Tr [(∂iaj)ak − (∂jai)ak + iaiajak − iajaiak]

= 2

∫
d3k εijk Tr [ai∂jak + iaiajak] (D.7.5)
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という恒等式を使う. 途中で Trの巡回性を使い添え字を適当に交換した. 電気磁気分極 P3は

P3 = −
1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
ai∂jak +

2

3
iaiajak

]
= − 1

8π2

∫
d3k εijk Tr

[
1

2
fijak − iaiajak +

2

3
iaiajak

]
= − 1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[{
fij −

2

3
iaiaj

}
ak

]
(D.7.6)

となるので, 公式が示された. 次に第 2式について, 非可換 Berry接続と曲率の gauge変換を使うと,

P ′
3 = −

1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[{
U †fijU −

2

3
i

(
U †aiU − iU † ∂

∂ki
U

)(
U †ajU − iU † ∂

∂kj
U

)}
×
(
U †akU − iU † ∂

∂kk
U

)]
= − 1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[
fijak −

2

3
iaiajak +

2

3

(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)
iU †(∂iaj − ∂jai + i[ai, aj ])(∂kU) +

2

3
i
{
3iU †aiaj(∂kU)− 3ai(∂jU)

(
∂kU

†
)}]

= P3 +
1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
(D.7.7)

となる. 途中で添え字 i, j, kを適当に入れ替え, εijk の完全反対称性と,
(
∂iU

†)U = U †(∂iU)と, 部分積
分と Trの巡回性を使った. したがって電気磁気分極 P3の gauge変換は

P ′
3 = P3 +

1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
(D.7.8)

のようになる. ここで第 2項の 1/(24π2)
∫
d3k εijk Tr

[(
U †∂iU

)(
U †∂jU

)(
U †∂kU

)]
は 3次元の巻き付き

数で整数となる. つまり P3は整数の不定性を持つ.
最後に第 3式について, 時間反転対称性があるときの Berry接続の拘束条件

ai(−k) = w(k)a∗i (k)w
†(k) + iw(k)∂iw

†(k)

fij(−k) = w(k)
[
−f∗ij(k)

]
w†(k) (D.7.9)

を使うと, P3は

P3 = −
1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[{
fij(−k)−

2

3
iai(−k)aj(−k)

}
ak(−k)

]
= − 1

16π2

∫
d3k εijk Tr

[
− f∗ija∗k −

2

3
ia∗i a

∗
ja

∗
k −

2

3

(
w†∂iw

)(
w†∂jw

)(
w†∂kw

)
− 2iw

(
∂ia

∗
j + ia∗i a

∗
j

)(
∂kw

†
)
− 2

3
i
{
3ia∗i a

∗
j

(
∂kw

†
)
+ 3a∗i

(
∂jw

†
)(
∂kw

†
)}]

= −P ∗
3 +

1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
w†∂iw

)(
w†∂jw

)(
w†∂kw

)]
(D.7.10)

となる. 途中で添え字 i, j, kを適当に入れ替え, εijkの完全反対称性と,
(
∂iw

†)w = w†(∂iw)と, 部分積分
と Trの巡回性を使った. したがって時間反転対称性がある場合, 電気磁気分極 P3は

2P3 =
1

24π2

∫
d3k εijk Tr

[(
w†∂iw

)(
w†∂jw

)(
w†∂kw

)]
(D.7.11)

となり公式が示された.

D.8 その他の公式
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その他の公式

Wannier中心と電気分極の計算において,

i

〈
uα,k′

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣uα,k〉 ei(k−k′)r = 2πδ(k − k′)i

〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣uα,k〉 (D.8.1)

が成立する.
部分分極 P sの計算の途中において,

Tr
[
aⅡ(k)

]
= Tr

[
aⅠ(−k)

]
+
∑
α

∂χα,k
∂k

(D.8.2)

が成立する.
d = 4のとき, 非可換 Berry接続と曲率について,

εijkl Tr [fijfkl] = 4∂iε
ijkl Tr

[
aj∂kal +

2

3
iajakal

]
(D.8.3)

が成り立つ.
Aµを U(1) gauge場, Fµν を電磁場テンソル, E,Bを電場と磁場とする.

εµνρσFµνFρσ = 4εµνρσ∂µAν∂ρAσ = 8E ·B (D.8.4)

が成立する.

証明

第 1式を示す. セル周期関数 |uα,k〉を位置表示で計算する.

i

〈
uα,k′

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣uα,k〉 ei(k−k′)r = i

∫ L

0
dx u∗α,k′(x)

∂

∂k
uα,k(x)e

i(k−k′)x

=

Nc−1∑
m=0

∫ 1

0
dx u∗α,k′(m+ x)

∂

∂k
uα,k(x+m)ei(k−k

′)(x+m)

=

(
Nc−1∑
m=0

ei(k−k
′)m

)∫ 1

0
dx u∗α,k′(x)

∂

∂k
uα,k(m)ei(k−k

′)x

= 2πδ(k − k′)i
〈
uα,k

∣∣∣∣ ∂∂k
∣∣∣∣uα,k〉 (D.8.5)

ここで系の長さがL, 格子定数は a = 1, 全サイト数はNcであることを用いた. またセル周期関数の周期
性も用いた.
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次に第 2式を示す.
∣∣∣uⅡα,−k〉 = −eiχα,−kT

∣∣∣uⅠα,k〉より,

Tr
[
aⅡ(k)

]
= −i

∑
α

〈
uⅡα,k

∣∣∣∂k∣∣∣uⅡα,k〉
= −i

∑
α

(
−eiχα,kT

∣∣∣uⅠα,−k〉)†∂k(−eiχα,kT
∣∣∣uⅠα,−k〉)

= −i
∑
α

〈
TuⅠα,−k

∣∣∣∂k∣∣∣TuⅠα,−k〉+
∑
α

∂χα,k
∂k

= i
∑
α

〈
uⅠα,−k

∣∣∣∂k∣∣∣uⅠα,−k〉+
∑
α

∂χα,k
∂k

= Tr
[
aⅠ(−k)

]
+
∑
α

∂χα,k
∂k

(D.8.6)

となる. 途中で 〈Tψk|Tφk〉 = 〈φk|ψk〉を使った.
第 3式を示す. Berry曲率について fij = ∂iaj − ∂jai + i[ai, aj ] = (∂i + iai)aj − (∂j + iaj)aiを用い

ると,

εijkl Tr [fijfkl] = εijkl Tr [{(∂i + iai)aj − (∂j + iaj)ai}{(∂k + iak)al − (∂l + ial)ak}]
= 4εijkl Tr [(∂i + iai)aj(∂k + iak)al]

= 4εijkl Tr [(∂iaj)(∂kal) + (∂iaj)iakal + iaiaj(∂kal) + (iaiaj)(iakal)]

= 4εijkl Tr [∂i(aj∂kal) + 2i(∂iaj)akal] (D.8.7)

途中でTrの巡回性と εijklは反対称なので εijkl ×
[
(i, j, k, l) について対称

]
= 0 を使った. また適宜添え

字を入れ替えている. ここで恒等式

∂iε
ijkl Tr [ajakal] = εijkl Tr [(∂iaj)akal + aj(∂iak)al + ajak(∂ial)]

= 3εijkl Tr [(∂iaj)akal] (D.8.8)

を用いると, 公式

εijkl Tr [fijfkl] = 4∂iε
ijkl Tr

[
aj∂kal +

2

3
iajakal

]
(D.8.9)

が成り立つことが示された.
第 4式を示す. まずは εµνρσFµνFρσ = 4εµνρσ∂µAν∂ρAσについて, Fµν = ∂µAν −∂νAµを代入すると,

εµνρσFµνFρσ = εµνρσ(∂µAν − ∂νAµ)(∂ρAσ − ∂σAρ)
= εµνρσ(∂µAν∂ρAσ − ∂µAν∂σAρ − ∂νAµ∂ρAσ + ∂νAµ∂σAρ)

= 4εµνρσ∂µAν∂ρAσ (D.8.10)

となる. 途中で添え字を交換し εµνρσ の反対称性用いた. 次に εµνρσFµνFρσ = 8E ·Bを示す. Fµν は電
磁場テンソルでその具体形は

Fµν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Bz By
−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0

 (D.8.11)
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で与えられる. さらに電磁場テンソルの双対テンソルとして

F̃µν =
1

2
εµνρσFρσ =


0 Bx By Bz
−Bx 0 −Ez Ey
−By Ez 0 −Ex
−Bz −Ey Ex 0

 (D.8.12)

が存在する. これを用いると,

εµνρσFµνFρσ = 2F̃µνFµν = 8E ·B (D.8.13)

となる.以上より εµνρσFµνFρσ = 4εµνρσ∂µAν∂ρAσ = 8E ·Bが示された.
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